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Abitur 2025 Mathematik Geometrie VI

Die Abbildung zeigt einen Wiirfel ABCDEFGH der Kantenlénge 4 in einem Koordinatensys-
tem. Drei Seitenflichen dieses Wiirfels liegen in Koordinatenebenen.
Die Ebene K enthélt die Punkte A(0|0/0), B(4/0]0) und den Mittelpunkt der Kante [FG].
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Teilaufgabe Teil A a (2 BE)

Die Ebene K teilt den Wiirfel in zwei Teilkorper. Berechnen Sie das Volumen des kleineren
Teilkorpers.

Teilaufgabe Teil A b (3 BE)

Eine zweite Ebene L enthilt die Punkte F und F sowie den Mittelpunkt der Kante [BC].
Zeichnen Sie die Schnittfigur dieser Ebene mit dem Wiirfel in die Abbildung ein und geben
Sie eine Gleichung der Schnittgerade der Ebenen K und L an.
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Die Abbildung zeigt die Pyramide ABCDS. IThre Grundfliche ABCD ist ein Drachenviereck
mit den Eckpunkten A(0|0]0), B(2[2]0), C'(0]6/0) und D(—2/2|0). Der Punkt S(0/0|6) ist die
Spitze der Pyramide.

Teilaufgabe Teil B a (4 BE)

Berechnen Sie die kleinste Kantenlinge sowie das Volumen der Pyramide ABCDS.

Die Seitenfliche BCS der Pyramide liegt in der Ebene E.

Teilaufgabe Teil B b (3 BE)

Betrachtet werden die Vektoren W, deren Koordinaten nicht alle gleich null sind. Begriin-
den Sie, dass folgende Aussage richtig ist:

-1 —1

Gilt fiir einen solchen Vektor 77 o 2 =0und Wo| —1 | =0 so ist er ein Nor-
0 3

malenvektor von E.
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Teilaufgabe Teil B ¢ (3 BE)

Die Ebene E hat die Gleichung 2x; + z9 + x3 = 6. Bestimmen Sie die Grofle des Winkels,
den E mit der z1 zo—Ebene einschlief3t.

Gegeben ist die Schar der Ebenen Fj, : k - xg + (k — 2) - @3 = 2k mit k €]0;3[. Jede Ebene F},
der Schar schneidet die Pyramide ABCDS in einem Dreieck BDQ,, , wobei der Punkt @)y, auf
der Strecke [SC] liegt.

Teilaufgabe Teil B d (4 BE)
Geben Sie eine Gleichung der Ebene F5 an und zeichnen Sie in die Abbildung die Schnitt-
figur von F5 mit der Pyramide ABCDS ein.

Teilaufgabe Teil B e (6 BE)

Es gibt einen Wert von k, fiir den der Flacheninhalt des Dreiecks BDQ; minimal ist.
Ermitteln Sie diesen Wert.
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Losung

Teilaufgabe Teil A a (2 BE)

Die Abbildung zeigt einen Wiirfel ABCDEFGH der Kantenlidnge 4 in einem Koordina-
tensystem. Drei Seitenflichen dieses Wiirfels liegen in Koordinatenebenen.
Die Ebene K enthilt die Punkte A(0[0]0), B(4]0]0) und den Mittelpunkt der Kante [FG].

Die Ebene K teilt den Wiirfel in zwei Teilkorper. Berechnen Sie das Volumen des kleineren
Teilkorpers.

Losung zu Teilaufgabe Teil A a

Volumen eines Prismas
Das Volumen eines Prismas berechnet man mit folgender Formel:
Vp=G-h

1
:>Vp:§'2'4'4:16VE
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zu einem Viereck erweitern:
Erlduterung: Volumen eines Prismas
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Aufgrund der Kantenléinge von 4 ergibt sich:

Die Gleichung der Schnittgerade, der beiden Ebenen lautet:
Fiir die Grundseite a des Dreiecks, welches die Grundflidche bildet: a = 2

4 1
Fiir die Hohe h, des Dreiecks, welches die Grundfliche bildet: h, = 4 5 ? =1 |+p-[oO
2 0

Fiir die Hohe hp des Prismas: hp = 4

Teilaufgabe Teil A b (3 BE)

Eine zweite Ebene L enthilt die Punkte £ und F sowie den Mittelpunkt der Kante [BC].
Zeichnen Sie die Schnittfigur dieser Ebene mit dem Wiirfel in die Abbildung ein und
geben Sie eine Gleichung der Schnittgerade der Ebenen K und L an.

Losung zu Teilaufgabe Teil A b

Lagebeziehung von Ebenen

Die Ebene L lisst sich mit Hilfe des Dreiecks aus den Punkten E, F und Mp ¢ zeichnen und
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Erlduterung: Geradengleichung
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Der Aufpunkt der Schnittgerade wird gebildet aus dem Mittelpunkt zwischen dem
Eckpunkt F' und dem Mittelpunkt der Kante [BC]:

= ]Wp Mg C(4|1|2)
Der Richtungsvektor der Schnittgerade ergibt sich aus der Richtung der z1—Achse:

1
=10
0

Teilaufgabe Teil B a (4 BE)

Die Abbildung zeigt die Pyramide ABCDS. Ihre Grundfliche ABCD ist ein Drachenvier-
eck mit den Eckpunkten A(0]0]0), B(2]2]|0), C'(0|6/0) und D(—2/2|0). Der Punkt S(0|0|6)
ist die Spitze der Pyramide.
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Berechnen Sie die kleinste Kantenléinge sowie das Volumen der Pyramide ABCDS.

Losung zu Teilaufgabe Teil B a

Léinge eines Vektors

Die kleinste Kantenldnge ist die Kante [A B]:

2 0 2
‘Zﬁ‘: ol —(o]|=]]2 }\/4+4+02\/§
0 0 0

Erlduterung: Betrag eines Vektors

ay

Die Léinge (bzw. der Betrag) |@| eines Vektors @ = [ ay ist gegeben durch:

as

al al 2
|'d| = as = as =/a}+d}+d2
az az

Um das Volumen der Pyramide A BC D S zu bestimmen nutzt man folgende Formel:

Vp=5-G-h

W =
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(2 % 6-2)-6=24 Erlduterung: Volumen einer Pyramide

Wl =

=Vp=

>

Eine Pyramide mit Grundfliche G und Héhe h hat ein Volumen von:

1
V=g-Gh

Hier ist die Grundfliche zusammengesetzt aus zwei Dreiecken:

Die Grundseite a des Dreiecks besitzt die Linge 6.

Die Hohe auf die Grundseite h, des Dreiecks besitzt die Liange 2.
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Teilaufgabe Teil B b (3 BE)

Die Seitenfliche BCS der Pyramide liegt in der Ebene E.

Betrachtet werden die Vektoren 77, deren Koordinaten nicht alle gleich null sind. Begriin-

den Sie, dass folgende Aussage richtig ist:

-1 -1
Gilt fiir einen solchen Vektor 7 o 2 =0und Wo | —1 | =0soist er ein Nor-
0 3
malenvektor von E.
Losung zu Teilaufgabe Teil B b
Ebenengleichung in Normalenform
0 9 -2 -1
BC=0B-0C=| 6 —( ): 4 | =21 2
0 2 0 0

~ 7 1LBC

Erlduterung: Senkrechte Vektoren

Die Lénge eines Vektors ist nicht entscheidend fiir die Richtung des Vektors. Somit
hat das Vereinfachungen durch Teilen/Multiplizieren durch/mit einen Faktor keinen
Einfluss auf die Richtung.

Das Skalarprodukt zwischen zwei Vektoren, die senkrecht zueinander stehen,
ist gleich Null.

0 2 2 1
BS=05-0C=[o]|-[2]=| =2 |=2[ =1
6 0 6 3

iﬁLB_g
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Erlduterung: Senkrechte Vektoren

Die Linge eines Vektors ist nicht entscheidend fiir die Richtung des Vektors. Somit
hat das Vereinfachungen durch Teilen/Multiplizieren durch/mit einen Faktor keinen
Einfluss auf die Richtung.

Das Skalarprodukt zwischen zwei Vektoren, die senkrecht zueinander stehen,
ist gleich Null.

Da die Vektoren ﬁ und ﬁ die Ebene E aufspannen und 7 zu diesen Vektoren senkrecht
steht, ist T ein Normalenvektor von E.

Teilaufgabe Teil B ¢ (3 BE)

Die Ebene E hat die Gleichung 2x1 + z2 + 23 = 6. Bestimmen Sie die Grofle des Winkels,
den E mit der x1 zo—Ebene einschlief3t.

Losung zu Teilaufgabe Teil B ¢

Winkel zwischen zwei Ebenen

0

x1 ro-Ebene: ? of 0O =0
1
=

.

P2
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Teilaufgabe Teil B d (4 BE)
Erlduterung: Winkel zwischen zwei Ebenen o .
Gegeben ist die Schar der Ebenen Fj, : k - x9 + (k — 2) - x3 = 2k mit k €]0; 3[. Jede Ebene
F}; der Schar schneidet die Pyramide ABCDS in einem Dreieck BDQ),, , wobei der Punkt
Qy, auf der Strecke [SC] liegt.

Geben Sie eine Gleichung der Ebene F5 an und zeichnen Sie in die Abbildung die Schnitt-
figur von Fy mit der Pyramide ABCDS ein.

Losung zu Teilaufgabe Teil B d

FEbenengleichung in Normalenform

FQZQ-I2+(2—2)~TE3=2-2
Der Winkel « zwischen zwei Ebenen E und G ist gleich dem Winkel zwischen

den Normalenvektoren 7z und 7id . Fy:220=4

FQt{EQ:Z

Winkel ¢ zwischen den Normalenvektoren bestimmen:

Erlauterung: Skalarprodukt, Winkel zwischen zwei Vektoren A
Aus der allgemeinen Definition des Skalarproduktes zweier Vektoren @ und ?
Tolb = || - |?| - cos £ (77?>

——

a

folgt fiir den Winkel « zwischen den beiden Vektoren:
Wo b

=

|- |b]

(Formel zur Winkelberechnung zwischen 2 Vektoren)

cosa =

2 0
1 ol O X1
ey | \1) \i )|
cOSs = = [
YT m T VAtitll 6
1
= p=cos! <—6> ~ 65,9°
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Erlduterung:

Da die Ebene Fy echt parallel zur z; x3—Ebene verlduft, kann diese mit Hilfe des
Spurpunkts auf der zo—Achse schnell gezeichnet werden.

Teilaufgabe Teil B e (6 BE)

Es gibt einen Wert von k, fiir den der Flicheninhalt des Dreiecks BDQ, minimal ist.
Ermitteln Sie diesen Wert.

Losung zu Teilaufgabe Teil B e

Anwendungsaufgabe

Die Eckpunkte B und D des Dreiecks B D Q. sind fix.

Der Vektor aus dem Mittelpunkt der Strecke [B D] und dem Punkt @ bildet die Hohe
des Dreiecks B D Q. Diese Hohe muss fiir den minimalen Flidcheninhalt des Dreiecks B D Q.
minimal sein. Dies wird die Hohe, wenn gilt:

SCLF,=\SC=np

0 0 0
5C¢=0¢-0%=|6]-|0]=] s
0 6 —6
0 0
k =x-| 6
k—2 -6
k=X-6
k—2=—6)
= 6\ —2 =6\
120 =2
1
= A=
=k=1
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