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Abitur 2024 Mathematik Geometrie VI Abbildung 1 zeigt die Pyramide ABCDS mit den Eckpunkten A(—3| —3|0), B(3| — 3/0),
C(3]3|0), D(—3|3]0) und S(0]0|4) sowie den Punkt O(0/0]|0), der in der quadratischen Grund-
fliche der Pyramide liegt. Die Seitenfliche CDS der Pyramide liegt in der Ebene E.

Die Mittelpunkte der Seitenflichen eines Wiirfels sind die Eckpunkte eines Oktaeders (vgl.

Abbildung).

Die Eckpunkte A(1]2|1), B, C(—3| —6|9) und D des Oktaeders liegen in der Ebene H mit

der Gleichung 2x1 + x9 + 223 — 6 = 0.

*y Abb. 1
Teilaufgabe Teil A a (2 BE) Teilaufgabe Teil B a (4 BE)
Weisen Sie nach, dass die Kantenlinge des Wiirfels 12 betrigt. Berechnen Sie den Inhalt der Oberfliche der Pyramide.
Teilaufgabe Teil A b (3 BE) Teilaufgabe Teil B b (3 BE)

Bestimmen Sie die Koordinaten eines der beiden Eckpunkte des Oktaeders, die nicht in H Genau eine der folgenden Gleichungen (1) bis (3) beschreibt cine Symmetricebene der Py-

liegen. ramide. Geben Sie diese Gleichung an und begriinden Sie fiir eine der anderen Gleichungen,
dass die durch sie beschriebene Ebene keine Symmetrieebene der Pyramide ist.
(1) z1—wx3=0 (2) 1 +x2+a3=4 (3) r1+x2 =0
Teilaufgabe Teil B ¢ (3 BE)

Bestimmen Sie eine Gleichung von E in Koordinatenform.

(zur Kontrolle: 4z + 3z3 — 12 = 0)
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Teilaufgabe Teil B d (5 BE)

Es gibt einen Punkt P(0[0]p), der im Innern der Pyramide liegt und von allen vier Sei-
tenflichen sowie der Grundfliche der Pyramide den gleichen Abstand hat. Mithilfe des
folgenden Gleichungssystems lésst sich der Wert von p bestimmen:

0 0
1T G=|(0]+¢t|4 I 4-4t+3-(p+3t)—12=0 I (@‘:p
P 3

Erléutern Sie die Uberlegungen im geometrischen Zusammenhang, die diesem Vorgehen
zur Bestimmung des Werts von p zugrunde liegen.

Die Ebene E gehort zur Schar der Ebenen Ej, : 4k - x1 + 4V 1 — k2 - 29+ 3 - 23 — 12 = 0 mit
ke [-1;1].

Die Seitenfliche ADS der Pyramide liegt in der Ebene E_; der Schar, die Seitenfliche BCS
in der Ebene Ej.

Teilaufgabe Teil B e (1 BE)

Zeigen Sie, dass der Punkt .S in allen Ebenen der Schar enthalten ist.

Teilaufgabe Teil B f (4 BE)

Weisen Sie nach, dass die Grofle des Winkels, unter dem die Gerade OS die Ebene Ej
schneidet, unabhéngig von k ist.

Abitur Bayern 2024 Geometrie VI

http://abiturloesung.de/ Seite 4

Jede Ebene Ej der Schar schneidet die z1 z2-Ebene in einer Gerade gi. Mit Ry, wird jeweils
derjenige Punkt auf gj bezeichnet, der von O den kleinsten Abstand hat. In Abbildung 2 sind
g und Ry, beispielhaft fiir eine Ebene FEj, der Schar dargestellt.

"1 Abb. 2

Teilaufgabe Teil B g (2 BE)
Zeichnen Sie die Punkte R_; und R; in Abbildung 2 ein.

Teilaufgabe Teil B h (3 BE)

Durchlduft k& alle Werte von —1 bis 1, dann dreht sich das Dreieck OR;S um die Strecke
[OS]. Dabei entsteht ein Kérper. Beschreiben Sie die Form des entstehenden Korpers und
bestimmen Sie das Volumen dieses Korpers.
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Losung

Teilaufgabe Teil A a (2 BE)

Die Mittelpunkte der Seitenflachen eines Wiirfels sind die Eckpunkte eines Oktaeders
(vgl. Abbildung).

Die Eckpunkte A(1]2|1), B, C(—3]| —6[9) und D des Oktaeders liegen in der Ebene H
mit der Gleichung 2x; + z9 + 223 — 6 = 0.

Weisen Sie nach, dass die Kantenldnge des Wiirfels 12 betrégt.

Losung zu Teilaufgabe Teil A a

2-dimensionale Geometrie

-3 1 4
‘ﬁ‘ =l 6 )= 2|l=I|l =8 ||=(-42r(8?+8=yili=12
9 1 8
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Erlduterung: Betrag eines Vektors

ay
Die Liinge (bzw. der Betrag) |@| eines Vektors @ = [ ag ist gegeben durch:
as
al al 2
[Zl=|[ a2 ||= || a2 | =+/a}+ai+dd
as as
Erlduterung:

Die Strecke der Mittelpunkte der Seitenflichen des Wiirfels entspricht der Kanten-
lange des Wiirfels.

Teilaufgabe Teil A b (3 BE)

Bestimmen Sie die Koordinaten eines der beiden Eckpunkte des Oktaeders, die nicht in
H liegen.

Losung zu Teilaufgabe Teil A b

Koordinaten von Punkten ermitteln

1 1 -3 -1
Mac=3- 2 |+ -6 =| -2
1 9 5

= Myc(—1] —2[5)

Erlauterung: Mittelpunkt einer Strecke

Die Formel fiir die Berechnung des Mittelpunktes M zwischen zwei Punkten A
und B lautet:

M= (A+7)

2
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2
|[ng|=|| 1] |=vi+1+4=V9=3
2

Erlduterung: Betrag eines Vektors

ay
Die Liinge (bzw. der Betrag) || eines Vektors @ = [ ay ist gegeben durch:
az
2
al al
7| =1 a2 ||= az | =+/a}+d3+d}
as as
-1 2 3
E=Mio+2ab=[ -2 |+2.[1]=[0
5 2 9
= B(3)0]9)
Alternativ:

—
Muac—2- g

Teilaufgabe Teil B a (4 BE)

Abbildung 1 zeigt die Pyramide ABCDS mit den Eckpunkten A(—3| — 3|0), B(3| — 3]0),
C(3]3]0), D(—3|3]0) und S(0]|0[4) sowie den Punkt O(0|0]|0), der in der quadratischen
Grundfliche der Pyramide liegt. Die Seitenfliiche CDS der Pyramide liegt in der Ebene
E.

*1 Abb. 1

Berechnen Sie den Inhalt der Oberfliche der Pyramide.

Losung zu Teilaufgabe Teil B a

Abitur Bayern 2024 Geometrie VI

Oberfiiche einer Pyramide

Aus den Koordinaten der Eckpunkte der Grundseite folgt:
=G=6-6=36FE

Die Dreiecke der Seiten:

= Linge der Grundeite 6 LE

= Hohe des Dreiecks h? =42 + 32 = h =5 LE
Oberfliche der Pramide:

1
:>Op:36+4»§~6-5:96FE

Teilaufgabe Teil B b (3 BE)

Genau eine der folgenden Gleichungen (1) bis (3) beschreibt eine Symmetrieebene der
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Pyramide. Geben Sie diese Gleichung an und begriinden Sie fiir eine der anderen Glei- -3 0 -3
chungen, dass die durch sie beschriebene Ebene keine Symmetrieebene der Pyramide ist. Svﬁ = 3 -1 0 | = 3
0 4 —4

(1) zi—23=0 (2) ai+aatazz=4 (3) x1+a2=0 Normalenvektor 71z der Ebene E bestimmen:

Losung zu Teilaufgabe Teil B b

Erlduterung: Vektorprodukt
Symmetrieebene N N
Das Vektorprodukt (Kreuzprodukt) @ x b zweier Vektoren @ und b ist ein
Priife, ob S teil der Ebene ist: Vektor 7, der senkrecht auf der von beiden Vektoren aufgespannte Ebene steht.

(1):0—40 S ist nicht teil von (1) Fiir die komponentenweise Berechnung gilt:

o N a by az b3 —az - by
(2):0+0+4+4 =45 ist teil von (2) Axb=|a | x| b | =] az-01—ar b3
as b3 ay-by —ay-b
(3):0+0=0 .S ist teil von (3)
Priife, ob der Normalenvektor w passt: 3 _3 0
5 5 6 SGxSB=| 3 | x| 3 |=| 2
Ac=[s |- -3]=(6 - - b
0 0 0
P
= AC=6-ng Erlduterung: Vereinfachen
= (2) ist keine Symmetrieebene Die Lénge eines Normalenvektors ist nicht entscheidend fiir die Ebenengleichung.
= (3) ist eine Symmetrieebene Der Normalenvektor muss nur senkrecht zur Ebene stehen.

Vereinfachungen durch Teilen/Multiplizieren durch/mit einen Faktor sind erlaubt.
. . 1 S
Hier wird der Normalenvektor mit 5 multipliziert.

Das erleichtert das Weiterrechnen wesentlich.

Teilaufgabe Teil B ¢ (3 BE)

Bestimmen Sie eine Gleichung von E in Koordinatenform. 1 0 0
= np= sl 2=+
(zur Kontrolle: 4zg + 323 — 12 = 0) 18 3

Losung zu Teilaufgabe Teil B ¢

Ebenengleichung in Normalenform

5C=|3|=(o)|=]( 3

o
I
|
~
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Erlduterung: Normalenform einer Ebene

Zum Aufstellen der Normalenform einer Ebene werden nur der Normalenvektor
und ein Punkt P aus der Ebene (Aufpunkt) benétigt.

E:n’éo?:ﬁgo?

Hier (P ist Aufpunkt):

0 0 0
E:-la]oX=[4]ofo0
3 3 4
g A

Erlduterung: Skalarprodukt

a1 by
—
Das Skalarprodukt zweier Vektoren T = as und b = b ergibt sich aus
as b3

der Summe der Produkte der Komponenten der Vektoren.

- al bl
Tob = as o b =ay-by+ag-by+as-bs
as bg

E:4x94+3x3=0+0+12

FE: dxg + 323 =12

Teilaufgabe Teil B d (5 BE)

Es gibt einen Punkt P(0[0[p), der im Innern der Pyramide liegt und von allen vier Sei-
tenflichen sowie der Grundfliche der Pyramide den gleichen Abstand hat. Mithilfe des
folgenden Gleichungssystems liasst sich der Wert von p bestimmen:

0 0
1 G=(o0 ]+t 4 I 4-4t+3-(p+3t)—12=0 III (P‘(ﬁ‘:p
P 3

Erldutern Sie die Uberlegungen im geometrischen Zusammenhang, die diesem Vorgehen

Abitur Bayern 2024 Geometrie VI

http://abiturloesung.de/ Seite 12

zur Bestimmung des Werts von p zugrunde liegen.

Losung zu Teilaufgabe Teil B d

Begriindung

I.: Q ist Teil des Lots von P auf die Ebene E.
I1.: Da die Gleichung erfiillt ist, ist (@ der Lotfuflpunkt.
III.: Der Abstand von P zu @ entspricht dem Abstand von P zu E. Dieser Abstand zu

E entspricht dem Abstand von P zur Grundseite, da dieser mit der z3—Koordinate von P
iibereinstimmt.

Teilaufgabe Teil B e (1 BE)

Die Ebene E gehort zur Schar der Ebenen Ey : 4k - 21 +4vV1 — k%2 - 29 +3-23—12=0
mit k € [—-1;1].

Die Seitenfliche ADS der Pyramide liegt in der Ebene F_; der Schar, die Seitenfli-
che BCS in der Ebene Fj.

Zeigen Sie, dass der Punkt S in allen Ebenen der Schar enthalten ist.

Losung zu Teilaufgabe Teil B e

Lage eines Punktes
S in Fg:
4k -0+4v1—k%2-0+3-4—12 =0 (wahre Aussage)

= S liegt in E},

Teilaufgabe Teil B f (4 BE)

Weisen Sie nach, dass die Grofle des Winkels, unter dem die Gerade OS die Ebene Ej
schneidet, unabhéngig von k ist.

Losung zu Teilaufgabe Teil B f
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Winkel zwischen Gerade und Ebene

Erlduterung: Winkel zwischen Ebene und Gerade

0
0s=1 o .
4 g |
ok RV,
g = | 4v/1—k2 B 9 .--
3 gOD
0 4k 13
0 |ol| 4V1—-k2 |, [P |
4 3 0+0+12 --
= A = g Ebene E
0 4k VA2 \/T6k2+16- (1 — k%) + 9
0 . 44/1 — k2
4 3
Der Sinus des Winkels a zwischen einer Geraden ¢ und einer Ebenen E ist
16k2+16 —16k2+9 4-4/25 5 gegeben durch:
= der Winkel ist unabhéngig von & ‘ ]Wg ong ‘
sina =
RVy| - 5|

wobei Rig der Richtungsvektor der Geraden und np der Normalenvektor
der Ebene ist.

(Anmerkung: Man verwendet die Formel gerne ohne Betragsstriche im Zih-
_ RV, ong
ler; also sin o = =
[R V| - [nE]

Aber mit Betragsstrichen wird immer der spitze Winkel bestimmt.)

Teilaufgabe Teil B g (2 BE)

Jede Ebene Ej, der Schar schneidet die 1 xz9-Ebene in einer Gerade gi. Mit Ry wird
jeweils derjenige Punkt auf gi bezeichnet, der von O den kleinsten Abstand hat. In Ab-
bildung 2 sind g und Ry beispielhaft fiir eine Ebene Ej der Schar dargestellt.
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"1 Abb. 2

Zeichnen Sie die Punkte R_; und R; in Abbildung 2 ein.

Losung zu Teilaufgabe Teil B g

Spurpunkte einer Ebene Teilaufgabe Teil B h (3 BE)
Durchlduft & alle Werte von —1 bis 1, dann dreht sich das Dreieck ORyS um die Strecke
Ry ist der Schnittpunkt mit der z1—Achse der Ebene E;=R;(3]0|0) [OS]. Dabei entsteht ein Kérper. Beschreiben Sie die Form des entstehenden Kérpers und
bestimmen Sie das Volumen dieses Korpers.
R_; ist der Schnittpunkt mit der x;—Achse der Ebene E_1=R_;(—3|0|0) Losung zu Teilaufgabe Teil B h
Rotationskdorper

Es entsteht ein halber Kegel.

1/1 9
Vfi <§-7r-3 '4>767TVE
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