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Abitur 2024 Mathematik Geometrie V

Die Mittelpunkte der Seitenflichen eines Wiirfels sind die Eckpunkte eines Oktaeders (vgl.
Abbildung).

Die Eckpunkte A(1]2|1), B, C(—3| —6|9) und D des Oktaeders liegen in der Ebene H mit
der Gleichung 2x1 + x9 + 223 — 6 = 0.

Teilaufgabe Teil A a (2 BE)

Weisen Sie nach, dass die Kantenlinge des Wiirfels 12 betrigt.

Teilaufgabe Teil A b (3 BE)

Bestimmen Sie die Koordinaten eines der beiden Eckpunkte des Oktaeders, die nicht in H
liegen.

Gegeben sind die Punkte A(8]0|6), B(7]1|6) und S(0|0]10), die in der Ebene E liegen.
Teilaufgabe Teil B a (3 BE)

Berechnen Sie die Linge der Strecke [AB] und geben Sie die besondere Lage dieser Strecke
im Koordinatensystem an.

(zur Kontrolle: AB = v/2)

http://abiturloesung.de/ Seite 2

Abitur Bayern 2024 Geometrie V

Teilaufgabe Teil B b (3 BE)

Bestimmen Sie eine Gleichung von E in Koordinatenform.

(zur Kontrolle: E : @1 + z2 + 2z3 — 20 = 0)

0 1+k

Betrachtet werden die Schar der Geraden gy, : 7 = 0 +A-| 1—%k | mit A€ R und
10 -1

k € R sowie der Punkt C'(9]15).

Teilaufgabe Teil B ¢ (4 BE)

Begriinden Sie, dass jede Gerade der Schar in F liegt, und bestimmen Sie denjenigen Wert
k, fiir den der Punkt C' auf gy, liegt.

(zur Kontrolle: k£ = 0, 8)

Teilaufgabe Teil B d (5 BE)

Begriinden Sie, dass die Grofie des Schnittwinkels von g und der 27 z9-Ebene weniger als
30° betriigt, wenn 2k% > 1 gilt.
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Eine Skifahrerin fahrt einen Hang hinab. Dieser wird modellhaft durch ein Flachenstiick be-
schrieben, das in der Ebene E liegt. Die Startposition der Abfahrt entspricht dem Punkt S.
Auf dem Hang befindet sich ein Tor, dessen Begrenzungsstangen im Modell an den Punkten
A und B stehen. Von ihrer Startposition fihrt die Skifahrerin zunichst entlang einer geraden
Fahrlinie bis zu einer Stelle unterhalb des Tors, die dem Punkt C entspricht (vgl. Abbildung).

0 1,8
Die gerade Fahrlinie liegt dabei im Modell auf der Gerade gog : ? = 0 +A-| 0,2
10 -1

Die x1 x2-Ebene beschreibt die Horizontale; eine Langeneinheit im Koordinatensystem ent-
spricht 5 Metern in der Realitiit.

Teilaufgabe Teil B e (3 BE)

Geben Sie mithilfe des Ergebnisses aus Aufgabe a die Breite des Tors auf Meter genau an.
Begriinden Sie mithilfe der Aussage aus Aufgabe d, dass die gerade Fahrlinie der Skifahrerin
um weniger als 30° gegeniiber der Horizontalen geneigt ist.

Teilaufgabe Teil B f (4 BE)

Begriinden Sie rechnerisch, dass die Skifahrerin das Tor tatsdchlich durchquert.
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Teilaufgabe Teil B g (3 BE)

An der Stelle, die im Modell dem Punkt C entspricht, wird die Fahrlinie der Skifahrerin
ohne Knick durch eine kreisbogenférmige Kurve fortgesetzt.

Weéhrend der Fahrt entlang dieser Kurve erreicht die Skifahrerin eine Stelle, die dem Punkt
D(18| — 2|2) entspricht.

Der Kreisbogen, der diese Kurve beschreibt, ist Teil eines Kreises mit Mittelpunkt M (m;|ma|ms).
Die Koordinaten von M kénnen mit folgendem Gleichungssystem ermittelt werden.

I mi+ms+2m3—20=0

my—9 1,8
11 me—1 ol 0,2 | =0
m3 — 5 -1

111 \/(m1 — 92+ (my —1)2 + (mg —5)2 = \/(m1 —18)% + (g + 2)? + (m3 — 2)?

Erliutern Sie die geometrischen Uberlegungen, die den Gleichungen I, IT und IIT zugrunde
liegen.
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Losung

Teilaufgabe Teil A a (2 BE)

Die Mittelpunkte der Seitenflachen eines Wiirfels sind die Eckpunkte eines Oktaeders
(vgl. Abbildung).

Die Eckpunkte A(1]2|1), B, C(—3]| —6[9) und D des Oktaeders liegen in der Ebene H
mit der Gleichung 2x; + z9 + 223 — 6 = 0.

Weisen Sie nach, dass die Kantenldnge des Wiirfels 12 betrégt.

Losung zu Teilaufgabe Teil A a

2-dimensionale Geometrie

-3 1 4
‘ﬁ‘ =l 6 )= 2|l=I|l =8 ||=(-42r(8?+8=yili=12
9 1 8
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Erlduterung: Betrag eines Vektors

ay
Die Liinge (bzw. der Betrag) |@| eines Vektors @ = [ ag ist gegeben durch:
as
al al 2
[Zl=|[ a2 ||= || a2 | =+/a}+ai+dd
as as
Erlduterung:

Die Strecke der Mittelpunkte der Seitenflichen des Wiirfels entspricht der Kanten-
lange des Wiirfels.

Teilaufgabe Teil A b (3 BE)

Bestimmen Sie die Koordinaten eines der beiden Eckpunkte des Oktaeders, die nicht in
H liegen.

Losung zu Teilaufgabe Teil A b

Koordinaten von Punkten ermitteln

1 1 -3 -1
Mac=3- 2 |+ -6 =| -2
1 9 5

= Myc(—1] —2[5)

Erlauterung: Mittelpunkt einer Strecke

Die Formel fiir die Berechnung des Mittelpunktes M zwischen zwei Punkten A
und B lautet:

M= (A+7)

2
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2
|[ng|=|| 1] |=vi+1+4=V9=3
2

Erlduterung: Betrag eines Vektors

a
eines Vektors @ = | ap ist gegeben durch:
asz

Die Lénge (bzw. der Betrag) ||

al al 2
7| =1 a2 ||= az | =+/a}+d3+d}
as a3

~1 2 3

F-tao+2ap=| —2 |+2-[1)={o0
5 2 9

= E(3)0[9)

Alternativ:

—
Muac—2- g

Teilaufgabe Teil B a (3 BE)
Gegeben sind die Punkte A(8|0[6), B(7|1|6) und S(0|0]10), die in der Ebene E liegen.

Berechnen Sie die Liinge der Strecke [AB] und geben Sie die besondere Lage dieser Strecke
im Koordinatensystem an.

(zur Kontrolle: AB = v/2)

Losung zu Teilaufgabe Teil B a

Ldnge einer Strecke

-1
(1> +12+02 =2

7 8
‘ﬁ): 1]-{o]|l=
6 6

o =
Il
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Erlduterung: Betrag eines Vektors

ay
Die Liinge (bzw. der Betrag) |@| eines Vektors @ = [ ag ist gegeben durch:

a3
2
al al
@) =] a2 = as =/a? + a3 + a3
as as

Besondere Lage im Koordinatensystem

Die Strecke [A B] ist parallel zur 1 22—Ebene

Erlduterung:

Da die z3—Koordinate bei beiden Punkten 6 ist, liegen beide Punkte auf der gleichen
Hohe. Somit verlduft der Vektor parallel zur x1 xo—Ebene.

Teilaufgabe Teil B b (3 BE)

Bestimmen Sie eine Gleichung von E in Koordinatenform.
(zur Kontrolle: E : @1 + z2 + 2x3 — 20 = 0)

Losung zu Teilaufgabe Teil B b

Abitur Bayern 2024 Geometrie V

Ebenengleichung in Normalenform

1
AB=| 1

0

0 8 -8
5= o |=[o]={ o

10 6 4

Normalenvektor n_f; der Ebene E bestimmen:
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Erlduterung: Vektorprodukt

— —
Das Vektorprodukt (Kreuzprodukt) @ x b zweier Vektoren @ und b ist ein
Vektor 7 , der senkrecht auf der von beiden Vektoren aufgespannte Ebene steht.

Fiir die komponentenweise Berechnung gilt:

N ay by az - bz —az-by
7><b: as X b2 = a3-b17a1~b3
as b3 a1 by —az-b
-1 —8 4
ﬁxlﬁ: 1 X 0 = 4
0 4 8

Erlduterung: Vereinfachen

Die Lénge eines Normalenvektors ist nicht entscheidend fiir die Ebenengleichung.
Der Normalenvektor muss nur senkrecht zur Ebene stehen.
Vereinfachungen durch Teilen/Multiplizieren durch/mit einen Faktor sind erlaubt.

1
Hier wird der Normalenvektor mit 1 multipliziert.

Das erleichtert das Weiterrechnen wesentlich.

1 4
= ﬁg:—- 4 = 1
4 8

Erlduterung: Normalenform einer Ebene

Zum Aufstellen der Normalenform einer Ebene werden nur der Normalenvektor
und ein Punkt P aus der Ebene (Aufpunkt) benétigt.

E:ﬁgo?:@o?

Hier (P ist Aufpunkt):
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Eif1)oX={1]cf0
2 2 6
e A

Erlduterung: Skalarprodukt

ay b1
_)
Das Skalarprodukt zweier Vektoren T = ag und b = ba ergibt sich aus
as b3
der Summe der Produkte der Komponenten der Vektoren.

— ay bl
dob = a2 o by =ay-by+as-by+az-b3
as b3

E:xy+x9+4+203=8+0+12

E:x1+ 20+ 223 =20

Teilaufgabe Teil B ¢ (4 BE)

0 1+k
Betrachtet werden die Schar der Geraden gy : ? = 0 +A-| 11—k | mit \eR
10 -1

und k € R sowie der Punkt C'(9[1/5).

Begriinden Sie, dass jede Gerade der Schar in E liegt, und bestimmen Sie denjenigen

Wert k, fiir den der Punkt C' auf g, liegt.
(zur Kontrolle: k = 0,8)

Losung zu Teilaufgabe Teil B ¢

Lagebeziehung Gerade und Ebene

0 1+k
g:X=[ 0 J+a[1-%
10 -1

Ebene E und Gerade g schneiden:  EnNg
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Eng: M(14+k)+X-(1—-k)+2-(10-X) = 20
A+AE+ A=Ak +20—2) = 20
20 = 20 (wahre Aussage)

= g liegt in E

Erlduterung: Lagebeziehung von Ebene und Gerade

Mbogliche Lagen einer Gerade zu einer Ebene:
enthalten, parallel, Schnitt (Schnittpunkt)

Uberpriifung: Ebene und Gerade scheiden.
Moglichkeiten:
Parameter bleibt stehen (z.B. A=1) = Schnittpunkt

Parameter fillt weg und die Aussage ist wahr (z.B. 0 = 0)
= Gerade ist in der Ebene enthalten

Parameter fillt weg und die Aussage ist falsch (z.B. 2 = 1)
= Gerade liegt parallel zur Ebene

Lagebeziehung Punkt und Gerade

9 0 1+k
1| = 0 +A-| 1-k%
5 10 -1
9 1+k
1 =X-| 1—-k
=5 -1

II1)—5=-A=\=5
1)9=5-(1+k) =k=0,8
I1)1=5-(1-0,8) = wahre Aussage

= C liegt fiir den Wert von k = 0,8 auf g
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Erlduterung: Lagebeziehung

Mogliche Lagen eines Punktes zu einer Gerade:
Punkt liegt auf der Gerade, Punkt liegt nicht auf der Gerade

Uberpriifung: Punkt teil einer Geraden ist.
Moglichkeiten:
Parameter in allen Zeilen gleich = Punkt liegt auf der Gerade

Parameter nicht in allen Zeilen gleich = Punkt liegt nicht auf der Gerade

Teilaufgabe Teil B d (5 BE)

Begriinden Sie, dass die Grofle des Schnittwinkels von g und der z; z2-Ebene weniger
als 30° betriigt, wenn 2% > 1 gilt.

Losung zu Teilaufgabe Teil B d

Schnitt Ebene und Gerade

1+Ek 0
1—k Jo| O
_ -1 1 1 1
o= 1+k 0 \/ 2 2 2 . 2
T+E2+(1—k)2+ (-2 1 2k +3
L 0 (1+0)+ (1= k) + (1) \/>1+
-1 1 NI
>2

1
sina<§éa<30°
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Erlduterung: Winkel zwischen Ebene und Gerade

g |
) RV, -
90°
@
g Ebene E

Der Sinus des Winkels « zwischen einer Geraden ¢ und einer Ebenen E ist
gegeben durch:

|mem
sSmmo =
IREgl‘In'Z*\

wobeil Rag der Richtungsvektor der Geraden und np der Normalenvektor
der Ebene ist.

(Anmerkung: Man verwendet die Formel gerne ohne Betragsstriche im Zih-
. RVyonp
ler; also sin o = =
[RVy| - [nEl

Aber mit Betragsstrichen wird immer der spitze Winkel bestimmt.)

Teilaufgabe Teil B e (3 BE)

Eine Skifahrerin fihrt einen Hang hinab. Dieser wird modellhaft durch ein Flidchenstiick
beschrieben, das in der Ebene F liegt. Die Startposition der Abfahrt entspricht dem Punkt
S. Auf dem Hang befindet sich ein Tor, dessen Begrenzungsstangen im Modell an den
Punkten A und B stehen. Von ihrer Startposition fahrt die Skifahrerin zunichst entlang
einer geraden Fahrlinie bis zu einer Stelle unterhalb des Tors, die dem Punkt C' entspricht
(vgl. Abbildung).

Abitur Bayern 2024 Geometrie V
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0 1,8
Die gerade Fahrlinie liegt dabei im Modell auf der Gerade go g : F() = 0 +A-| 0,2
10 -1

Die z1 zo-Ebene beschreibt die Horizontale; eine Léngeneinheit im Koordinatensystem
entspricht 5 Metern in der Realitéit.

Geben Sie mithilfe des Ergebnisses aus Aufgabe a die Breite des Tors auf Meter genau
an. Begriinden Sie mithilfe der Aussage aus Aufgabe d, dass die gerade Fahrlinie der
Skifahrerin um weniger als 30° gegeniiber der Horizontalen geneigt ist.

Losung zu Teilaufgabe Teil B e

Geometrische Anwendung

Breite des Tors:

5-V2=7,01=Tm

Winkel der Fahrlinie gegeniiber der Horizontalen:

2.0,8 =1,28 > 1 = der Nenner ist wieder gréBer als zwei und somit ist der Winkel kleiner
als 30°

Teilaufgabe Teil B f (4 BE)

Begriinden Sie rechnerisch, dass die Skifahrerin das Tor tatséchlich durchquert.

Losung zu Teilaufgabe Teil B f
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Schnitt zweier Geraden

Gerade der Strecke [A B]:

8 -1
gAB:Yz 0 | +p- 1
6 0

Erlduterung: Geradengleichung

Eine Gerade ¢ ist durch einen Ortsvektor ? und einen Richtungsvektor o
eindeutig bestimmt:

927:?4’#'7 ,weR
Wenn R als Aufpunkt genommen wird, dann ist ﬁ der Ortsvektor (des
Aufpunkts) der Geraden RT.

gos und Gerade der Strecke [A B] schneiden: gog N ga B

Erlduterung: Gleichsetzen

Die Geradengleichungen werden gleichgesetzt. Es entsteht somit ein Gleichungssys-
tem mit zwei Unbekannten.

0 1,8 8 -1
0 |+x-{o2]=(o0]+p[ 1

10 -1 6 0

0 1,8 8 ~1

0 |+x-|o2]=]0]+p| 1 —
10 -1 6 0

I 1,8\ = 8—u

I 02\ = g

M. 10—\ = 6

III. 10-A=6=>X=4
I. 1,84=8-—pu=p=0,8
II. 0,2-4=0,8 = wahre Aussage

= gos und die Gerade der Strecke [A B] schneiden ich
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= Da 0 < 0,8 < 1 schneidet die Gerade die Strecke [A B]

Teilaufgabe Teil B g (3 BE)

An der Stelle, die im Modell dem Punkt C entspricht, wird die Fahrlinie der Skifahrerin

ohne Knick durch eine kreisbogenférmige Kurve fortgesetzt.

Wihrend der Fahrt entlang dieser Kurve erreicht die Skifahrerin eine Stelle, die dem
Punkt D(18| — 2|2) entspricht.

Der Kreisbogen, der diese Kurve beschreibt, ist Teil eines Kreises mit Mittelpunkt M (mq|ma|ms).
Die Koordinaten von M kénnen mit folgendem Gleichungssystem ermittelt werden.

1 my+mo +2mg —20=0

mp —9 1,8
it me—1 |of 0,2 | =0
m3—5 -1

W /imn = 9)2 4+ (ma — 1)% + (ms — 5)2 = \/(my = 18)2 + (ma +2)° + (g — 2)°

Erliutern Sie die geometrischen Uberlegungen, die den Gleichungen I, IT und TIT zugrunde
liegen.

Losung zu Teilaufgabe Teil B g
Begriindung

L: M liegt in E.

IL.: [M C] schneidet go g senkrecht.

IIL.: Die Liénge der Strecke [M D] entspricht der Strecke [M C] und damit dem Radius r
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