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Abitur 2016 Mathematik Stochastik IV

Bei einem Zufallsexperiment wird eine ideale Miinze so lange geworfen, bis zum zweiten Mal
Zahl (Z) oder zum zweiten Mal Wappen (W) oben liegt. Als Ergebnismenge wird festgelegt:
{ZZ; WW;ZWZ; ZWW; WZZ; WZW }.

Teilaufgabe Teil A 1a (2 BE)

Begriinden Sie, dass dieses Zufallsexperiment kein Laplace-Experiment ist.

Teilaufgabe Teil A 1b (3 BE)

Die Zufallsgréfie X ordnet jedem Ergebnis die Anzahl der entsprechenden Miinzwiirfe zu.
Berechnen Sie den Erwartungswert von X.

An einem P-Seminar nehmen acht Médchen und sechs Jungen teil, darunter Anna und Tobias.
Fiir eine Présentation wird per Los aus den Teilnehmerinnen und Teilnehmern ein Team aus
vier Personen zusammengestellt.

Teilaufgabe Teil A 2a (3 BE)

Geben Sie zu jedem der folgenden Ereignisse einen Term an, mit dem die Wahrscheinlich-
keit des Ereignisses berechnet werden kann.

A: ,Anna und Tobias gehéren dem Team an.“
B: ,Das Team besteht aus gleich vielen Médchen und Jungen.“

Teilaufgabe Teil A 2b (2 BE)

Beschreiben Sie im Sachzusammenhang ein Ereignis, dessen Wahrscheinlichkeit durch den
folgenden Term berechnet werden kann:

(1) - (1)
T
(4)
Teilaufgabe Teil B 1 (3 BE)

Nach einem Bericht zur Allergieforschung aus dem Jahr 2008 litt damals in Deutschland
jeder vierte bis fiinfte Einwohner an einer Allergie. 41% aller Allergiker reagierten allergisch
auf Tierhaare.

Kann aus diesen Aussagen gefolgert werden, dass 2008 mindestens 10% der Einwohner
Deutschlands auf Tierhaare allergisch reagierten?

Begriinden Sie Ihre Antwort.
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Nach einer aktuellen Erhebung leiden 25% der Einwohner Deutschlands an einer Allergie. Aus
den Einwohnern Deutschlands werden n Personen zufillig ausgewihlt.

Teilaufgabe Teil B 2a (4 BE)

Bestimmen Sie, wie grof§ n mindestens sein muss, damit mit einer Wahrscheinlichkeit von
mehr als 99% mindestens eine der ausgewihlten Personen an einer Allergie leidet.

Teilaufgabe Teil B 2b (5 BE)

Im Folgenden ist n = 200. Die ZufallsgréBe X beschreibt die Anzahl der Personen unter
den ausgewéhlten Personen, die an einer Allergie leiden. Bestimmen Sie die Wahrschein-
lichkeit dafiir, dass der Wert der binomialverteilten Zufallsgrofie X hochstens um eine
Standardabweichung von ihrem Erwartungswert abweicht.

Ein Pharmaunternehmen hat einen Hauttest zum Nachweis einer Tierhaarallergie entwickelt.
Im Rahmen einer klinischen Studie zeigt sich, dass der Hauttest bei einer aus der Bevolkerung
Deutschlands zufillig ausgewihlten Person mit einer Wahrscheinlichkeit von 39, 5% ein posi-
tives Testergebnis liefert. Leidet eine Person an einer Tierhaarallergie, so ist das Testergebnis
mit einer Wahrscheinlichkeit von 85% positiv. Das Testergebnis ist jedoch bei einer Person, die
nicht an einer Tierhaarallergie leidet, mit einer Wahrscheinlichkeit von 35% ebenfalls positiv.

Teilaufgabe Teil B 3a (4 BE)

Ermitteln Sie, welcher Anteil der Bevélkerung Deutschlands demnach allergisch auf Tier-
haare reagiert.

(Ergebnis: 9%)

Teilaufgabe Teil B 3b (2 BE)

Eine aus der Bevolkerung Deutschlands zuféllig ausgewihlte Person wird getestet; das
Testergebnis ist positiv. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass diese Person
tatséchlich an einer Tierhaarallergie leidet.

Teilaufgabe Teil B 3¢ (2 BE)

Aus der Bevélkerung Deutschlands wird eine Person zufillig ausgewihlt und getestet.
Beschreiben Sie das Ereignis, dessen Wahrscheinlichkeit im Sachzusammenhang mit dem
Term 0,09 - 0,15+ 0,91 - 0,35 berechnet wird.
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Loésung
Erlduterung:
Die Anzahl der benétigten Miinzwiirfe kann entweder 2 oder 3 sein.
Teilaufgabe Teil A 1a (2 BE) Wahrscheinlichkeit fiir ein Ereignis mit zwei Wiirfe:

P(Z7Z)=P(Z)-P(Z) =

Bei einem Zufallsexperiment wird eine ideale Miinze so lange geworfen, bis zum zweiten 2’ 4
Mal Zahl (Z) oder zum zweiten Mal Wappen (W) oben liegt. Als Ergebnismenge wird . e L. J—
festgelegt: {Z7: WW; ZWZ; ZWW: WZZ: WZW}. ‘Wahrscheinlichkeit fiir ein Ereignis mltl driﬂ Vqurfei.
P(WWW)=P(W)-PW)-PW)=—-----=<
2 2 2 8
Begriinden Sie, dass dieses Zufallsexperiment kein Laplace-Experiment ist. Daraus folgt:
1 1
Losung zu Teilaufgabe Teil A 1a Wabhrscheinlichkeit fiir 2 Wiirfe:  P(X =2) =2- 1=3
1 1
Wahrscheinlichkeit Wahrscheinlichkeit fiir 3 Wiirfe:  P(X =3) =4 3=3
11 1
P(ZZ)=P(Z)-P(Z)=—--=-=—
(22)=P(2)- PZ)= 5 5 =1
1
P(WZW)=P(W)-P(Z)-PW)=----= =3 X
i
(Anzahl wirfe) 2 3
=  P(ZZ) # P(WZW)
Anzahl 2 ~ ”47 ]
Das Experiment ist kein Laplace-Experiment, da nicht alle Ereignisse mit gleicher Wahr- Ereignisse (ZZ.WW) L?:‘Z, ‘jr‘;":j
scheinlichkeit auftreten.
P(X = 1)) 5 1 _ 1 . 1 _ 1
= T3 YTz
Teilaufgabe Teil A 1b (3 BE)
Erwartungswert E(X) bestimmen:
Die Zufallsgrofie X ordnet jedem Ergebnis die Anzahl der entsprechenden Miinzwiirfe zu.
Berechnen Sie den Erwartungswert von X.
Erlduterung: Erwartungswert einer Zufallsgrifie
Losung zu Teilaufgabe Teil A 1b
Nimmt eine Zufallsgrofe X die Werte x1, xo, . .., z, jeweils mit den Wahrscheinlich-
Erwartungswert einer Zufallsgréfe keiten p1,pa,...,pn an, so gilt fiir den Erwartungswert dieser Zufallsgrofe:
n
Wabhrscheinlichkeitsverteilung als Tabelle erstellen: E(X) = Z o P(X =) =z1p1 +22p2+ -+ Tnpn
i=1

1 1 5
BE(X)=2- 543 5=5=25
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Teilaufgabe Teil A 2a (3 BE)
Erlduterung: Zichen ohne Reihenfolge und ohne Zuriicklegen

An einem P-Seminar nehmen acht Méadchen und sechs Jungen teil, darunter Anna und
Tobias. Fiir eine Prisentation wird per Los aus den Teilnehmerinnen und Teilnehmern
ein Team aus vier Personen zusammengestellt.

Geben Sie zu jedem der folgenden Ereignisse einen Term an, mit dem die Wahrschein-
lichkeit des Ereignisses berechnet werden kann.

A: Anna und Tobias gehoren dem Team an.“
B: ,Das Team besteht aus gleich vielen Mddchen und Jungen.“

Es handelt sich hier um Ziehen ohne Reihenfolge (wer wann zum Team ausgewé&hlt
wird ist irrelevant) und ohne Zuriicklegen (eine Person kann nur einmal zum Team
gewihlt werden).

Stichwort: ,Lottoprinzip“ bzw. hypergeometrische Verteilung:

_ Anzahl Treffer - Anzahl Nieten

P(X) o]

Anna und Tobias werden ausgewihlt:

2
Losung zu Teilaufgabe Teil A 2a = | Treffer| = ( >

2

2 weitere Teilnehmer (aus den iibrigen 14- 2 = 12) werden ausgewéhlt:
. 12
= | Niete| = 9

4 Teilnehmern werden aus 14 ausgewéhlt:
14

4

Ziehen ohne Reihenfolge ohne Zuriicklegen
8 M + 6 J = 14 Teilnehmer

:>\Q\:<

Merkhilfe zur Kontrolle:

Anna + Tobias Rest
~ =

P(A)> @

TN
SR N
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Erlduterung: Zichen ohne Reihenfolge und ohne Zuriicklegen

Es handelt sich hier um Ziehen ohne Reihenfolge (wer wann zum Team ausgew&hlt
wird ist irrelevant) und ohne Zuriicklegen (eine Person kann nur einmal zum Team
gewihlt werden).

Stichwort: , Lottoprinzip“ bzw. hypergeometrische Verteilung:

Anzahl Treffer - Anzahl Nieten
2]

2 der 8 Méadchen werden gewéhlt:

P(X) =

= | Treffer| = (S)

2 der 6 Jungen werden gewéhlt:

= | Niete| = <g>

4 Teilnehmern werden aus 14 ausgewihlt:
14

:>\Q\:<4

Merkhilfe zur Kontrolle:

Teilaufgabe Teil A 2b (2 BE)

Beschreiben Sie im Sachzusammenhang ein Ereignis, dessen Wahrscheinlichkeit durch den
folgenden Term berechnet werden kann:

() - (©)
()

Losung zu Teilaufgabe Teil A 2b
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Interpretation

Term umstellen:  ~42_\4/ 34/ 4] g 4

Erlduterung: Ziehen ohne Zuriicklegen

<2> = Anzahl Moglichkeiten aus 6 Jungen 4 auszuwéhlen.

(144) = Anzahl Moglichkeiten aus 14 Teilnehmern 4 auszuwéhlen.

6
({i = P(,Das Team besteht aus nur Jungen.“ )

(4)

Erlduterung: Gegenereignis

Fiir die Wahrscheinlichkeit eines Gegenereignisses E gilt: P (E) =1 — P(E)

Das Gegenereignis zu ,Nur Jungen® ist ,Mindestens ein Médchen*.

6
1- % = P(,Mindestens 1 Médchen im Team® )

4

Teilaufgabe Teil B 1 (3 BE)

Nach einem Bericht zur Allergieforschung aus dem Jahr 2008 litt damals in Deutschland
jeder vierte bis fiinfte Einwohner an einer Allergie. 41% aller Allergiker reagierten aller-
gisch auf Tierhaare.

Kann aus diesen Aussagen gefolgert werden, dass 2008 mindestens 10% der Einwohner
Deutschlands auf Tierhaare allergisch reagierten?

Begriinden Sie Ihre Antwort.

Losung zu Teilaufgabe Teil B 1

Bedingte Wahrscheinlichkeit

A: Ist Allergiker®
T: ,Ist allergisch auf Tierhaare®

© Abiturloesung.de
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Losung zu Teilaufgabe Teil B 2a

Erlduterung: Wahrscheinlichkeit
1 1 Binomialverteilung
, jeder vierte bis fiinfte Einwohner = P(A) liegt zwischen 1 und 3

Text analysieren:

1 1 ot . it ) — 9RO _
P(A) = i bzw. - p(,leidet an Allergie* ) = 25% = 0,25
“ ... mindestens eine der ausgewihlten Personen...¢ = X>1
Erlduterung: Bedingte Wahrscheinlichkeit ¢ ...mit einer Wahrscheinlichkeit von mehr als 99% ...“ = P >0,99

Unter P4(T') versteht man die bedingte Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis T
unter der Bedingung des Ereignisses A .

Es muss also gelten:
D.h. man betrachtet nicht den gesamten Ergebnisraum, sondern nur die Teil-
menge des Ereignisses A.
Die bedingte Wahrscheinlichkeit P4(7T) ist also die Wahrscheinlichkeit fiir 7", wenn
man nur A betrachtet. Das Zufallsexperiment kann als Bernoulli-Kette der Lange n mit der Trefferwahr-

scheinlichkeit p = 0,25 angesehen werden.

Erlduterung: Bernoulli-Kette

Pa(T) = 41%
Pllys(X > 1) > 0,99

Erlduterung: Formel fir die bedingte Wahrscheinlichkeit

P(ANB) Erlduterung: Gegenereignis

Wahrscheinlichkeiten des Typs P(mind. 1 Treffer) kénnen meist leicht iiber das
Die Wahrscheinlichkeit des Durchschnitts geteilt durch die Wahrscheinlichkeit Gegenereignis bestimmt werden.
der Bedingung.
P(mind. 1 Treffer) =1 — P(kein Treffer)
Hinweis: P(AN B) = P(BN A)

1— Pfys(X =0) > 0,99 | -1
-0,41 = 0,1025

Antwort: Nein, denn P(ANT) = P(A) - Pa(T) ={ A1 = 0.082 < 10% CPI (X = 0) > —0,01 | (=1)
; ) ,25 ;

Sl

0.25(X = 0) < 0,01

Teilaufgabe Teil B 2a (4 BE)

Nach einer aktuellen Erhebung leiden 25% der Einwohner Deutschlands an einer Allergie.
Aus den Einwohnern Deutschlands werden n Personen zuféllig ausgew&hlt.

Bestimmen Sie, wie grofi n mindestens sein muss, damit mit einer Wahrscheinlichkeit von
mehr als 99% mindestens eine der ausgewihlten Personen an einer Allergie leidet.
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Teilaufgabe Teil B 2b (5 BE)

Erlduterung: Bernoulli-Formel . . . .
Im Folgenden ist n = 200. Die Zufallsgréle X beschreibt die Anzahl der Personen unter

Die Wahrscheinlichkeit genau k Treffer bei n Versuchen zu erzielen betrigt: den ausgewiihlten Personen, die an einer Allergie leiden. Bestimmen Sie die Wahrschein-
n lichkeit dafiir, dass der Wert der binomialverteilten Zufallsgrofie X hochstens um eine

P(k Treffer) = P(Z = k) = ( k) P —p)nk Standardabweichung von ihrem Erwartungswert abweicht.

Dabei ist: Losung zu Teilaufgabe Teil B 2b

n = Anzahl der Versuche Erwartungswert und Standardabweichung

k = Anzahl der Treffer

p = Wahrscheinlichkeit eines Treffers pro Versuch n = 200

1 — p = Wahrscheinlichkeit einer Niete pro Versuch

Spezialfall k= 0: Erlduterung: Binomialverteilte Zufallsgrofie
P(0 Treffer) = PJ(Z = 0) = (") S0 (1- p)n—o Eine Zufallsgréfle X ist binomialverteilt, wenn es genau zwei Ergebnisse gibt: Niete
\0,/ ~ und Treffer.
Y 1
= P(0 Treffer) = (1 —p)" In diesem Fall:
Treffer = Person leidet an einer Allergie (p = 0,25)

(”) .0,25°-0,75" < 0,01 Niete = Person leidet nicht an einer Allergie (¢ = 0,75)

" 1
0,75" < 0,0 p=0.25

qg=0,75

Erlduterung: Rechenwe
& g Erwartungswert px bestimmen:

0,75" <0,01 | In()
In (0,75") < In(0,01) Erlduterung: Erwartungswert einer binomialverteilten Zufallsgrifle
n-1n(0,75) < 1n(0,01) |  :1In(0,75) Ist X binomialverteilt, dann gilt :
(da die Ungleichung durch eine negative Zahl geteilt wird, #ndert sich das Erwartungswert von X : L=mn-p
Relationszeichen)

In(0, 01) x =200 - 0,25 = 50
n>———-

In(0,75)

Standardabweichung ox bestimmen:
1 1
n> 200D 6

In(0,75)

= n > 17 (Personen)
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Erlduterung: Standardabweichung einer ZufallsgrofSe

Ist X binomialverteilt, dann gilt :

Standardabweichung (Streuung) von X : oc=\n-p-q

ox =1/200-0,25-0,75 = /37,5~ 6,12
Binomialverteilung

Bereich der geforderten Abweichung bestimmen: lux —ox;pux +ox|
ux —ox =50 —6,12 = 43,88

px +ox =50+ 6,12 = 56,12

‘Wahrscheinlichkeit bestimmen:

P(E) = P§%(43,88 < X < 56,12)

Erlduterung:

Da es nur ganze Personen geben kann, muss der Bereich auf ganze Zahlen gerundet
werden.

X soll hochstens um eine Standardabweichung vom Erwartungswert abwei-
chen. Also muss X grofler 44 und kleiner 56 sein.
(43 < X < 57 wiire falsch.)

P(E) = Pi%(44 < X < 56)

Seite 14
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Erlduterung: Bernoulli-Formel

Wenn die Zufallsvariable X zwischen zwei Zahlen a und b liegen soll, dann gilt:
Pla<X<b)=PX<b)—-P(X<a-1)

,Obere Grenze minus die um 1 verkleinerte untere Grenze*

||
P44 X = 56)
]

P(X = 56)
I — |
P(X = 43)

P(E) = PIR(X < 56) — P (X < 43)

P(E) Tk ) 85546 — 0, 14376 = 0, 7117

Teilaufgabe Teil B 3a (4 BE)

Ein Pharmaunternehmen hat einen Hauttest zum Nachweis einer Tierhaarallergie entwi-
ckelt. Im Rahmen einer klinischen Studie zeigt sich, dass der Hauttest bei einer aus der
Bevolkerung Deutschlands zufiillig ausgewihlten Person mit einer Wahrscheinlichkeit von
39,5% ein positives Testergebnis liefert. Leidet eine Person an einer Tierhaarallergie, so
ist das Testergebnis mit einer Wahrscheinlichkeit von 85% positiv. Das Testergebnis ist
jedoch bei einer Person, die nicht an einer Tierhaarallergie leidet, mit einer Wahrschein-
lichkeit von 35% ebenfalls positiv.

Ermitteln Sie, welcher Anteil der Bevolkerung Deutschlands demnach allergisch auf Tier-
haare reagiert.

(Ergebnis: 9%)

Losung zu Teilaufgabe Teil B 3a

© Abiturloesung.de
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Wahrscheinlichkeit
Erlduterung: 2. Pfadregel

Ereignisse: 1. Pfadregel: In einem Baumdiagramm ist die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses

. . . gleich dem Produkt der Wahrscheinlichkeiten ldngs des zugehorigen Pfades.
T: ,Person leidet an Tierallergie“

P: Test ist positiv“ Zum Beispiel:

Wahrscheinlichkeiten aus dem Text: P(TNP) = P(T)- Pr(P) =z -0,85

P(P)=0,3% 2. Pfadregel: In einem Baumdiagramm ist die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses
Pr(P)=0,85 gleich der Summe der fiir dieses Ereignis zugehorigen Pfadwahrscheinlichkeiten.
Pr(P)=0,35

In diesem Fall: ~ P(P) = P(TNP)+P (TNP)

Baudiagramm erstellen:
P(P)=P(T'nP)+P (TNP)

Erlduterung: Wahrscheinlichkeit 0,395 = 20,85+ (1 — 2)-0,35
Die Wahrscheinlichkeit P(T') ist unbekannt, deswegen wird sie mit = bezeichnet. Fiir
die Wahrscheinlichkeit des Gegenereignisses gilt dann P(T) =1 — 2. 0,395 = 0,85z — 0,35z 40,35
0,045 = 0,5z
x=0,09

=  P(T)=9%

Teilaufgabe Teil B 3b (2 BE)

Eine aus der Bevolkerung Deutschlands zuféllig ausgewihlte Person wird getestet; das
Testergebnis ist positiv. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass diese Person
tatsichlich an einer Tierhaarallergie leidet.

Losung zu Teilaufgabe Teil B 3b

Wahrscheinlichkeit

Aus vorheriger Teilaufgabe:

Abitur Bayern 2016 Stochastik IV © Abiturloesung.de
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P(P)=0,39

Erlduterung: Bedingte Wahrscheinlichkeit

Unter Pp(T) versteht man die bedingte Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis T
unter der Bedingung des Ereignisses P .

D.h. man betrachtet nicht den gesamten Ergebnisraum, sondern nur die Teil-
menge des Ereignisses P .

Die bedingte Wahrscheinlichkeit Pp(T') ist also die Wahrscheinlichkeit fiir 7", wenn
man nur P betrachtet.

Gesucht:  Pp(T)

Erlauterung: Formel fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit
_ P(ANnB)
- P(4)

Die Wahrscheinlichkeit des Durchschnitts geteilt durch die Wahrscheinlichkeit
der Bedingung.

Pa(B)

Hinweis: P(ANB) = P(BN A)

P(PNT)
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Erlduterung: 1. Pfadregel
1. Pfadregel: In einem Baumdiagramm ist die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses
gleich dem Produkt der Wahrscheinlichkeiten lings des zugehorigen Pfades.

Zum Beispiel:

P(TNnP)=P(T)- Ppr(P)

P(T)-Pr(P) _0,09-0,85

Pr(T) = P(P) 0,3%

~0,1937 =19,37%

Teilaufgabe Teil B 3¢ (2 BE)

Aus der Bevélkerung Deutschlands wird eine Person zufiillig ausgewihlt und getestet.
Beschreiben Sie das Ereignis, dessen Wahrscheinlichkeit im Sachzusammenhang mit dem
Term 0,09 - 0,15+ 0,91 - 0,35 berechnet wird.

Losung zu Teilaufgabe Teil B 3¢

Wahrscheinlichkeit

Ausgefiillter Baum aus Teilaufgabe 3a:

© Abiturloesung.de
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Erlduterung: 1. Pfadregel

1. Pfadregel: In einem Baumdiagramm ist die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses
gleich dem Produkt der Wahrscheinlichkeiten lings des zugehorigen Pfades.

Zum Beispiel:
P(T'nP)=P(T)- Pp(P)

0,09-0,15+0,91-0,35
—_——— ———

P(TNP) P(TnP)

Erlduterung: Ereignis

T N P: ,Person leidet an Tierallergie und Test fillt negativ aus®

T N P: ,Person leidet nicht an Tierallergie und Test fillt positiv aus®

Test liefert ein falschen Ergebnis.
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