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Abitur 2015 Mathematik Stochastik IV

In einer Urne befinden sich vier rote und sechs blaue Kugeln. Aus dieser wird achtmal eine
Kugel zufillig gezogen, die Farbe notiert und die Kugel anschlieflend wieder zuriickgelegt.

Teilaufgabe Teil A 1a (2 BE)

Geben Sie einen Term an, mit dem die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses ,,Es werden gleich
viele rote und blaue Kugeln gezogen.“ berechnet werden kann.

Teilaufgabe Teil A 1b (3 BE)

Beschreiben Sie im Sachzusammenhang jeweils ein Ereignis, dessen Wahrscheinlichkeit
durch den angegebenen Term berechnet werden kann.

o (3
oot )

Fiir ein Zufallsexperiment wird eine Zufallsgrofie X festgelegt, welche die drei Werte —2, 1 und
2 annehmen kann. In der Abbildung ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X dargestellt.
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Teilaufgabe Teil A 2a (2 BE)

Ermitteln Sie mithilfe der Abbildung den Erwartungswert der Zufallsgrofie X.

Teilaufgabe Teil A 2b (3 BE)

Das Zufallsexperiment wird zweimal durchgefiihrt. Dabei wird jeweils der Wert der Zu-
fallsgroe X notiert. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Summe dieser
beiden Werte negativ ist.

Die beiden Diagramme zeigen fiir die Bevolkerungsgruppe der iiber 14-Jahrigen in Deutsch-
land Daten zur Altersstruktur und zum Besitz von Mobiltelefonen.

3%
015 bis 17 o Obesitzen kein
Jahre alt Mobiltelefon
0 18 bis 64 Obesitzen ein
Jahre alt Mabiltelefon
065 Jahre
. 90%
und &lter

Aus den iiber 14-Jdhrigen in Deutschland wird eine Person zufiillig ausgewéihlt. Betrachtet
werden folgende Ereignisse:

M: ,Die Person besitzt ein Mobiltelefon.“
S: ,Die Person ist 65 Jahre oder élter.“
E: Mindestens eines der Ereignisse M und S tritt ein.*
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Teilaufgabe Teil B 1la (2 BE)

Geben Sie an, welche zwei der folgenden Mengen I bis VI jeweils das Ereignis E beschrei-

ben.
I Mns 1 MuUs
m M™MUS v (MnSu@Mns)u(Mns)
V. Wns)uMns)u(Mns) vi Mns

Teilaufgabe Teil B 1b (3 BE)

Entscheiden Sie anhand geeigneter Terme und auf der Grundlage der vorliegenden Daten,
welche der beiden folgenden Wahrscheinlichkeiten groer ist. Begriinden Sie Ihre Entschei-
dung.

p1 ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die ausgewéhlte Person ein Mobiltelefon besitzt,
wenn bekannt ist, dass sie 65 Jahre oder élter ist.

po ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die ausgewiihlte Person 65 Jahre oder #lter ist,
wenn bekannt ist, dass sie ein Mobiltelefon besitzt.

Teilaufgabe Teil B 1c (5 BE)

Erstellen Sie zu dem beschriebenen Sachverhalt fiir den Fall, dass das Ereignis E mit einer
Wabhrscheinlichkeit von 98% eintritt, eine vollstéindig ausgefiillte Vierfeldertafel. Bestimmen
Sie fiir diesen Fall die Wahrscheinlichkeit Pg(M).

Zwei Drittel der Senioren in Deutschland besitzen ein Mobiltelefon. Bei einer Talkshow zum
Thema ,,Chancen und Risiken der digitalen Welt“ sitzen 30 Senioren im Publikum.

Teilaufgabe Teil B 2a (3 BE)

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass unter 30 zufillig ausgewahlten Senioren
in Deutschland mindestens 17 und héchstens 23 ein Mobiltelefon besitzen.

Teilaufgabe Teil B 2b (3 BE)

Von den 30 Senioren im Publikum besitzen 24 ein Mobiltelefon. Im Verlauf der Sendung
werden drei der Senioren aus dem Publikum zufillig ausgewéhlt und nach ihrer Meinung
befragt. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass genau zwei dieser drei Senioren
ein Mobiltelefon besitzen.
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Teilaufgabe Teil B 3 (4 BE)

Eine Handelskette hat noch zahlreiche Smartphones des Modells Y3 auf Lager, als der
Hersteller das Nachfolgemodell Y4 auf den Markt bringt. Der Einkaufspreis fiir das neue
Y4 betréigt 300 €, wihrend die Handelskette fiir das Vorgéngermodell Y3 im Einkauf nur
250 € bezahlen musste. Um die Lagerbesténde noch zu verkaufen, bietet die Handelskette
ab dem Verkaufsstart des Y4 die Smartphones des Typs Y3 fiir je 199 € an.

Aufgrund friitherer Erfahrungen geht die Handelskette davon aus, dass von den verkauften
Smartphones der Modelle Y3 und Y4 trotz des Preisnachlasses nur 26% vom Typ Y3 sein
werden. Berechnen Sie unter dieser Voraussetzung, zu welchem Preis die Handelskette das
Y4 anbieten muss, damit sie voraussichtlich pro verkauftem Smartphone der Modelle Y3
und Y4 im Mittel 97 € mehr erhilt, als sie beim Einkauf dafiir zahlen musste.
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Loésung

Teilaufgabe Teil A 1a (2 BE)

In einer Urne befinden sich vier rote und sechs blaue Kugeln. Aus dieser wird achtmal eine
Kugel zufillig gezogen, die Farbe notiert und die Kugel anschliefend wieder zuriickgelegt.

Geben Sie einen Term an, mit dem die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses ,,Es werden
gleich viele rote und blaue Kugeln gezogen.“ berechnet werden kann.

Losung zu Teilaufgabe Teil A la

Binomialverteilung

A: ,Es werden gleich viele rote und blaue Kugeln gezogen.*

4 rote Kugeln + 6 blaue Kugeln = 10 Kugeln

4 2

= P(,rote Kugel* ) = — = =
3
=1—-p=2
q p 5

Erlduterung: Bernoulli-Kette

Das Zufallsexperiment kann als Bernoulli-Kette der Lénge n = 8 mit der Treffer-

wahrscheinlichkeit p = 5 angesehen werden.
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Erlduterung: Bernoulli-Formel

Die Wahrscheinlichkeit genau k Treffer bei n Versuchen zu erzielen betrigt:
) — pn — _ (" ok _ o \n—k

P(k Treffer) = P(X = k) = (k> p*-(1—p)

Dabei ist:

n = Anzahl der Versuche

k = Anzahl der Treffer

p = Wahrscheinlichkeit eines Treffers pro Versuch
1 — p = Wahrscheinlichkeit einer Niete pro Versuch

r= (1) () (2)

Teilaufgabe Teil A 1b (3 BE)

Beschreiben Sie im Sachzusammenhang jeweils ein Ereignis, dessen Wahrscheinlichkeit
durch den angegebenen Term berechnet werden kann.

3 8
1-(2
1= (3)
3\*® 2 3\’
2 g.2.(2
HORERS
Losung zu Teilaufgabe Teil A 1b

Binomialverteilung

or- )
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Erlduterung: Bernoulli-Formel

Term untersuchen:

3
- ist die Wahrscheinlichkeit eine blaue Kugel zu ziehen.
5

8
5 ist die Wahrscheinlichkeit nur blaue Kugeln zu ziehen. Anders ausge-

driickt: die Wahrscheinlichkeit keine rote Kugel zu ziehen.

1 — P(Ereignis) stellt die Wahrscheinlichkeit des Gegenereignisses dar. Das
Gegenereignis zu ,keine rote Kugel“ lautet ,,mindestens eine rote Kugel®.

(= Wahr-

ot N

Als Ergebnis der Bernoulli-Formel mit n=8, k>1 und p=

scheinlichkeit fiir eine rote Kugel):

e (- (- ()

z. B.: Es wird mindestens eine rote Kugel gezogen.

Abitur Bayern 2015 Stochastik IV

http://www.abiturloesung.de/ Seite 8

Erlduterung: Bernoulli-Formel

Term untersuchen:

3 8
<;) ist die Wahrscheinlichkeit 8 blaue Kugeln zu ziehen.
5

2 3\ 8\ /2\'/3\”
8-5 (5) kann geschrieben werden als <1> . <5> <g) . Dieser Term ent-

spricht der Bernoulli-Formel fir n=8, k=1 und p= 5 (rote Kugel), also

P$(X =1). Das ist die Wahrscheinlichkeit eine rote Kugel zu ziehen, oder anders
5
ausgedriickt, die Wahrscheinlichkeit 7 blaue Kugeln zu ziehen.

Die Summe der beiden Terme bedeutet, dass Alternativen zusammenaddiert
werden.

3\*® 2 /3\"

(g) +8- - (; ist also die Wahrscheinlichkeit entweder 8 blaue Kugeln
5\5

oder 7 blaue Kugeln zu ziehen. Dies kann mit ,mindestens 7 blaue Kugeln®

ausgedriickt werden.

z. B.: Es werden mindestens 7 blaue Kugeln gezogen.

Teilaufgabe Teil A 2a (2 BE)

Fiir ein Zufallsexperiment wird eine Zufallsgroie X festgelegt, welche die drei Werte —2, 1
und 2 annechmen kann. In der Abbildung ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X dar-

gestellt.
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P(X=k) Teilaufgabe Teil A 2b (3 BE)
' Das Zufallsexperiment wird zweimal durchgefiihrt. Dabei wird jeweils der Wert der Zu-
fallsgroBe X notiert. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Summe dieser
0.5 beiden Werte negativ ist.
0,4 Losung zu Teilaufgabe Teil A 2b
03 Wahrscheinlichkeit
Baumdiagramm erstellen:
0,2
01 Erlduterung: Wahrscheinlichkeit
Die Wahrscheinlichkeiten werden der Wahrscheinlichkeitsverteilung aus Teil A Teil-
0 | | Tk aufgabe 2a entnommen.

-2 1 2

Ermitteln Sie mithilfe der Abbildung den Erwartungswert der Zufallsgrofie X .

Losung zu Teilaufgabe Teil A 2a P ("Summe negativ")

Erwartungswert einer Zufallsgrifie

Wabhrscheinlichkeitsverteilung als Tabelle:

Erlauterung: Erwartungswert einer Zufallsgrof$e

Der Erwartungswert einer Zufallsgroe X bei n Versuchen (hier 3), ist definiert als:

i=1

E(X)=-2-0,25+1-0,254+2-0,5=0,75
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S: ,Die Person ist 65 Jahre oder &lter.¢

Erlduterung: 1. Pfadregel, 2. Pfadregel E: Mindestens eines der Ereignisse M und S tritt ein.*
1. Pfadregel: In einem Baumdiagramm ist die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses
gleich dem Produkt der Wahrscheinlichkeiten lings des zugehdrigen Pfades. Geben Sie an, welche zwei der folgenden Mengen I bis VI jeweils das Ereignis E beschrei-
ben.

In diesem Fall:

11
P(—2N—=2)=P(-2)- P_y(-2) = 11
11 | Mns l] Mus
P(-2N1)=P(-2)-Po(l)=- = _ _
4 4 m MUs v (MnSHuMns)u(Mns)
11
PAN=-2)=P)-P(-2)=-" - ~
( )=P)-P(=2) =77 vV Mns)uMnS)u(Mns) vi  mMns
2. Pfadregel: In einem Baumdiagramm ist die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses
gleich der Summe der fiir dieses Ereignis zugehorigen Pfadwahrscheinlichkeiten.
In diesem Fall: ~ P(,,Summe ist negativ ) = P(-=2N —=2) + P(-2N1)+ P(1N-2) Losung zu Teilaufgabe Teil B 1a
Ereignis beschreiben
11 11 11 3
P(,Summe ist negativ® )=~ -+ - .-+ - .- = —
44 44 44 16 Darstellung des Ereignisses F in eine Vierfeldertafel:
Erlduterung: Ereignis
Teilaufgabe Teil B 1a (2 BE) Das Ereignis E : ,Mindestens eines der Ereignisse M und S tritt ein.“ bedeutet:

Die beiden Diagramme zeigen fiir die Bevolkerungsgruppe der iiber 14-Jéhrigen in Deutsch-

land Daten zur Altersstruktur und zum Besitz von Mobiltelefonen. Entweder es tritt M und nicht S ein (]\/[ﬁg) oder es tritt S und nicht M

ein (SN M) oder es treten beide zusammen ein (M N S).

3%

O15bis 17 9 Obesitzen kein M o
Jahre alt Mobiltelefon

018 bis 64 O besitzen ein 5 MnS| MnsS s
Jahre alt Mobiltelefon

m 65 Jahre 90% S |MnS|MnS| 3
und alter

M M 9}

Aus den iiber 14-Jihrigen in Deutschland wird eine Person zufillig ausgewéhlt. Betrach-
tet werden folgende Ereignisse:

M: ,Die Person besitzt ein Mobiltelefon.*
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Erlduterung: Vereinigung zweier Ereignisse

Die violette schraffierte Fliche stellt die Vereinigung von M und S dar.
Bei der Vereinigung von zwei Ereignissen tritt entweder das eine oder das
andere Ereignis ein.

= MUS  (Mengen II)

Erlduterung:

An der Vierfeldertafel kann die schraffierte Menge direkt abgelesen werden.

= (MnSu(MnS)u(MnS) (Mengen V)

Teilaufgabe Teil B 1b (3 BE)

Entscheiden Sie anhand geeigneter Terme und auf der Grundlage der vorliegenden Daten,
welche der beiden folgenden Wahrscheinlichkeiten grofer ist. Begriinden Sie Ihre Entschei-
dung.

p1 ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die ausgewihlte Person ein Mobiltelefon be-
sitzt, wenn bekannt ist, dass sie 65 Jahre oder &lter ist.

po ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die ausgewiihlte Person 65 Jahre oder ilter ist,
wenn bekannt ist, dass sie ein Mobiltelefon besitzt.

Losung zu Teilaufgabe Teil B 1b

http://www.abiturloesung.de/ Seite 14
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Bedingte Wahrscheinlichkeit

M: ,Die Person besitzt ein Mobiltelefon.*
S: ,Die Person ist 65 Jahre oder élter.“

Erlduterung: Bedingte Wahrscheinlichkeit
Die Bezeichnung Ps(M) bedeutet:
Die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses M unter der Bedingung, dass das Er-

eignis S bereits eingetreten ist.
Diese Wahrscheinlichkeit heifit bedingte Wahrscheinlichkeit.

p1 = Ps(M)

Erlduterung: Bedingte Wahrscheinlichkeit
Die Bezeichnung Pps(S) bedeutet:
Die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses S unter der Bedingung, dass das Er-

eignis M bereits eingetreten ist.
Diese Wahrscheinlichkeit heifit bedingte Wahrscheinlichkeit.

p2 = Py (S)

Erlduterung: Formel fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit
P(ANB)
P(A)
Die Wahrscheinlichkeit des Durchschnitts geteilt durch die Wahrscheinlichkeit
der Bedingung.

Py(B) =

Hinweis: P(AN B) = P(BN A)

_P(SNM) _ P(Sn M)
PL="py 2T T p(w)
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Erlduterung:

P(SNM)
P(5)
Bruch gréfer, der den kleineren Nenner hat.

P(SNM)

2000) sind gleich, also ist derjenige

Die Zéhler von p; = und py =

Aus den Diagrammen der Teilaufgabe Teil B la entnimmt man, dass P(S) = 24%
und P(M) = 90%.

Somit gilt P(S) < P(M) und demnach p; > ps.

Da P(S) < P(M) gilt und die Zéhler gleich sind, ist p; > po.
~——  N——

0,24 0,9

Teilaufgabe Teil B 1c (5 BE)

Erstellen Sie zu dem beschriebenen Sachverhalt fiir den Fall, dass das Ereignis E mit
einer Wahrscheinlichkeit von 98% eintritt, eine vollstéindig ausgefiillte Vierfeldertafel. Be-
stimmen Sie fiir diesen Fall die Wahrscheinlichkeit Pg ().

Losung zu Teilaufgabe Teil B 1c

Vierfeldertafel fiir zwei Ereignisse

Aus Teilaufgabe Teil B 1a ist bekannt:

P(M) =90% = 0,9
P(S) = 24% = 0,24

Fiir die Gegenereignisse ergibt sich somit:
P(M)=1-0,9=0,1

P(S)=1-0,24=0,76

Aus Teilaufgabe Teil B 1b ist weiterhin bekannt: P(E) = P(M U S) = 0,98

= P(MnS)=1-0,98=0,02

Werte in eine Vierfeldertafel eintragen:
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M| M
h) 0,24
5 002 |076
09 0,1 1
Vierfeldertafel vervollstandigen:
M M

S 0,16 0,08 0,24

0,74 0,02 0,76

%1

0,9 0,1 1

Bedingte Wahrscheinlichkeit

_P(SNM) 0,16 16 2
Ps(M) = P(S) 0,24 24 3

Erlduterung: Formel fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit

P4(B) = %

Die Wahrscheinlichkeit des Durchschnitts geteilt durch die Wahrscheinlichkeit
der Bedingung.

Hinweis: P(ANB) = P(BN A)

Teilaufgabe Teil B 2a (3 BE)

Zwei Drittel der Senioren in Deutschland besitzen ein Mobiltelefon. Bei einer Talkshow
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zum Thema ,Chancen und Risiken der digitalen Welt* sitzen 30 Senioren im Publikum.
Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass unter 30 zufillig ausgewéhlten Senioren
in Deutschland mindestens 17 und héchstens 23 ein Mobiltelefon besitzen.

Losung zu Teilaufgabe Teil B 2a

Binomialverteilung

Ereignis A: ,,Unter 30 Senioren besitzen mindestens 17 und hochstens 23 ein Mobiltelefon®

2
p = P(,,Senior besitzt ein Mobiltelefon“ ) = 3

Erlduterung: Bernoulli-Kette

Ein Zufallsexperiment mit zwei moglichen Ausgéingen (Treffer, Niete) nennt man
Bernoulli-Experiment.

P Wahrscheinlichkeit fiir einen Treffer hier : p =
qg=1-p Wahrscheinlichkeit fiir eine Niete hier : ¢ =

[N

In diesem Fall ist ein Senior mit ein Mobiltelefon ein Treffer.
Bei mehrmaligem Ziehen in einem Bernoulli-Experiment spricht man von ei-
ner Bernoulli-Kette.

n Anzahl der Ziige (,Lénge* der Bernoulli-Kette) hier : n = 30

2
Bernoulli-Kette mit n =30 und p = 3

Erlduterung: Ereignis

“ ... mindestens 17 und hochstens 23 ... = 17<X <23

P(A) = P§°(17 < X <23)
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Erlduterung: Bernoulli-Formel

Wenn die Zufallsvariable X zwischen zwei Zahlen a und b liegen soll, dann gilt:

Pla<X<b)=PX<b)—-P(X<a-1)

,Obere Grenze minus die um 1 verkleinerte untere Grenze*

1] 16‘ '{? 23
T

||
P(17 = X = 23)
]

P(X =23)
I — |
P(X =16)

P(A) = go(x <23) — Pgo(x < 16)

(Werte werden aus dem stochastischen Tafelwerk entnommen)

P(A) = 0,91616 — 0,08977

P(A) ~ 82,6%

Teilaufgabe Teil B 2b (3 BE)
Von den 30 Senioren im Publikum besitzen 24 ein Mobiltelefon. Im Verlauf der Sendung
werden drei der Senioren aus dem Publikum zufllig ausgewihlt und nach ihrer Meinung

befragt. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass genau zwei dieser drei Senioren
ein Mobiltelefon besitzen.

Losung zu Teilaufgabe Teil B 2b

Ziehen ohne Reihenfolge ohne Zuriicklegen

E: 2 von 3 Senioren besitzen ein Mobiltelefon“

© Abiturloesung.de
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Losung zu Teilaufgabe Teil B 3

Erlduterung: Zichen ohne Reihenfolge und ohne Zuriicklegen

. . . . . . Erwartungswert eitner Zufallsgrofie
Es handelt sich hier um Ziehen ohne Reihenfolge (welcher Senior wann befragt wird

ist irrelevant) und ohne Zuriicklegen (eine Person wird nur einmal befragt). .
P(,Verkauft wurde ein Y3“ ) = 0,26
Stichwort: ,,Lottoprinzip“ bzw. hypergeometrische Verteilung:

P(,Verkauft wurde ein Y4“ ) =1-10,26 =0,74
Anzahl Treffer - Anzahl Nieten

P(X) =
12

2 Senioren mit Mobiltelefon (aus den méglichen 24) werden ausgewéhlt: % v3 ya

24
= | Treffer| = < )

9 p;=P(X =x;) 0,26 0,74
1 Senior ohne Mobiltelefon (aus den iibrigen 6) werden ausgewé#hlt: Kosten K (x;) 250 € 300 €

i
= | Niete| = < )
1 Verkaufspreis V(x;) 199 € x

3 Senioren werden aus 30 gezogen:
~ 10| = 30
3

Im Mittel zu erwartende Kosten bestimmen:

Merkhilfe zur Kontrolle:
24 | 1 30 Erlduterung: Erwartungswert einer Zufallsgrofie

Der Erwartungswert einer Zufallsgrofie X (hier K) bei n Versuchen (hier 2), ist
definiert als:

Ea(X) =Y - P(X = 2,)
=1

In diesem Fall:

2
E(K) = K(x;)-P(X = ;)
i=1

Teilaufgabe Teil B 3 (4 BE)

Eine Handelskette hat noch zahlreiche Smartphones des Modells Y3 auf Lager, als der E(K)=0,26-250+0,74-300 = 287 €

Hersteller das Nachfolgemodell Y4 auf den Markt bringt. Der Einkaufspreis fiir das neue

Y4 betragt 300 €, wihrend die Handelskette fiir das Vorgéngermodell Y3 im Einkauf nur

250 € bezahlen musste. Um die Lagerbestinde noch zu verkaufen, bietet die Handelskette Im Mittel zu erwartende Einnahmen V' bestimmen:
ab dem Verkaufsstart des Y4 die Smartphones des Typs Y3 fiir je 199 € an.

Aufgrund fritherer Erfahrungen geht die Handelskette davon aus, dass von den verkauften

Smartphones der Modelle Y3 und Y4 trotz des Preisnachlasses nur 26% vom Typ Y 3 sein

werden. Berechnen Sie unter dieser Voraussetzung, zu welchem Preis die Handelskette das

Y4 anbieten muss, damit sie voraussichtlich pro verkauftem Smartphone der Modelle Y3

und Y4 im Mittel 97 € mehr erhilt, als sie beim Einkauf dafiir zahlen musste.
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Erlduterung: Erwartungswert einer Zufallsgrof$e

Der Erwartungswert einer ZufallsgroBe X (hier V) bei n Versuchen (hier 2), ist
definiert als:

En(X) =) @i P(X =)
i=1

In diesem Fall:

2
E(V) =Y V(z) P(X =)
i=1

E(V)=0,26-19940,74 -z

Es soll gelten:  E(V) = E(K)+97=287+97 =384 €

Einsetzen in E(V) und nach z auflgsen:

384=0,26-199+0,74-

384 — 0,26 - 199
r=—"2"" """

0.74 =449 €
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