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Gegeben ist die Funktion f:z— (e — 2)2 mit Definitionsmenge R. IThr Graph wird mit
G bezeichnet.

Teilaufgabe la (3 BE)

Geben Sie die Nullstelle von f an und untersuchen Sie das Verhalten von f fiir z — —o0
und x — +00.

Teilaufgabe 1b (8 BE)

Ermitteln Sie Art und Lage des Extrempunkts, das Kriimmungsverhalten und die Lage
des Wendepunkts von G .
[zur Kontrolle: f"(z) = 4e” - (e* — 1) ]

Teilaufgabe 1c (4 BE)

Zeigen Sie, dass Gy und die durch die Gleichung y = 4 gegebene Gerade g genau einen
Schnittpunkt S (zg|ys) besitzen, und bestimmen Sie dessen Koordinaten.
[Teilergebnis: xg =21In2]

Teilaufgabe 1d (6 BE)

Bestimmen Sie die Gleichung der Wendetangente von Gy . Berechnen Sie f(—2) und zeich-
nen Sie Gy unter Beriicksichtigung der bisherigen Ergebnisse im Bereich —4 <2 <1,5.
Tragen Sie auch die Wendetangente und die Gerade ¢ ein.

Teilaufgabe le (4 BE)

Betrachtet wird die Tangente an Gy in einem Punkt P, der Gy durchlduft. Geben Sie
jeweils alle Werte an, die

a) die Steigung der Tangente
B) der y-Achsenabschnitt der Tangente

dabei annimmt.

x
Gegeben ist nun die in R definierte Integralfunktion I : 2z +— /f(t)dt.

In2
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Teilaufgabe 2a (4 BE)

Bestimmen Sie ohne Verwendung einer integralfreien Darstellung von I das Monotoniev-
erhalten von I . Zeigen Sie, dass der Graph von I einen Terrassenpunkt besitzt und geben
Sie dessen Koordinaten an.

Teilaufgabe 2b (2 BE)

Geben Sie ohne weitere Rechnung das Verhalten von I fir £ — —oo an.

Teilaufgabe 3a (2 BE)

Zeigen Sie, dass die Funktion F :z — 0,5¢?* — 4¢® + 4z mit Definitionsmenge R eine
Stammfunktion von f ist.

Teilaufgabe 3b (7 BE)

Der Graph Gy schlieit mit den durch die Gleichungen y =4 bzw. z =u (u < 0) bes-
timmten Geraden im I. und II. Quadranten ein Flichenstiick mit dem Inhalt A(u) ein.
Bestimmen Sie A(u).

Ermitteln Sie ugmooA(u) und deuten Sie das Ergebnis geometrisch.
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Loésung

Teilaufgabe 1a (3 BE)

Gegeben ist die Funktion f : @ 5 (¢” — 2)% mit Definitionsmenge R . Ihr Graph wird mit
G bezeichnet.

Geben Sie die Nullstelle von f an und untersuchen Sie das Verhalten von f fiir z — —oo

und x — +00.

Losung zu Teilaufgabe la

Nullstellen einer Funktion

fa) = (¢ —2)?

Erlduterung: Nullstellen

Der Ansatz um die Nullstellen (die Schnittpunkte einer Funktion mit der x-Achse)
zu bestimmen, lautet stets:

fl@)=0

Die Gleichung muss anschlieffend nach x aufgelost werden.

f@)=0 < (*=2)2=0
e’ —2=0[+2
e” = 2| logarithmieren

Ine®” =1n2
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Erlduterung: Logarithmieren

Der Logarithmus wird auf beiden Seiten der Gleichung e* = 2 angewendet.
Ine®” =1n2

Da der Logarithmus die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion ist, gilt:
Inef®) = f(z) fiir beliebige Funktion f(z)

Somit vereinfacht sich die Gleichung zu:

r=1In2

=z =1In2
Verhalten der Funktion an den Rdndern des Definitionsbereichs

lim (" —2)%=+o0
zﬁ+oo(\/ ) +
—+o0

. T 9)2 —(_ 2 _
Zﬁlnoo( e 2) (-2)" =14
—0

Teilaufgabe 1b (8 BE)

Ermitteln Sie Art und Lage des Extrempunkts, das Kriimmungsverhalten und die Lage
des Wendepunkts von Gy .
[zur Kontrolle: f"(x) = 4e” - (e* — 1) ]

Losung zu Teilaufgabe 1b

Erste Ableitung einer Funktion ermittlen

f@)= (&~ 2 D=R

Erste Ableitung bilden:

7y = [ =27
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Erlduterung: Kettenregel der Differenzialrechnung

Kettenregel:

f@) =u((@)) = () =u'(v(z) V'(2)

Hier ist  v(z) =€* +2.

Dann ist  o'(z) = €”.

flx)=2-(e"—2)-€"
Lage von Extrempunkten ermitteln

Erste Ableitung gleich Null setzen:

Erlduterung: Notwendige Bedingung

Folgende notwendige Bedingung muss fiir ein Extrempunkt an der Stelle 2 erfiillt

sein:

f (F) =0, daher immer der Ansatz:

P =0 s 2 -2 =0
>0

e’ —2=0

= 2P =In2 (siehe Teilaufgabe 1a)

fl@) =0

vE = f (%) = fn2) = (el"2 —2)2 =@2-22=0

= E(In2|0)
Art von Extrempunkten ermitteln

Zweite Ableitung bilden:

1) = R (e =2)-e]
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Erlduterung: Produktregel der Differenzialrechnung

Produktregel:

h(z) = f(z) - g(z)

f'(z) =2€"-e” +2(e" —2) - €”
(@) = 2" - €" + 26" - ¥ — 4e”
f(z) = 4™ - e — 4e”

f(x) =4de"- (" = 1)

Vorzeichen der zweiten Ableitung an der Stelle ¥ bestimmen:

(@) = f"(In2) = 4eM? . (61“2 - 1) =4-2-1=8>0

Erlduterung: Art eines Extremums

W (x) = f'(z)  g(x) + f(2) - g'(x)

In diesem Fall ist f(z) = 2(e” — 2) und g(z) = €*

Ist f (2) =0 und f” (2¥) >0, so hat die Funktion an der Stelle 2 einen

Tiefpunkt (Minimum)

Ist f (zF)=0 und f” (2¥) <0, so hat die Funktion an der Stelle z”

einen Hochpunkt (Maximum)

= Gy hat an der Stelle ¥ =1n2 ein Tiefpunkt.
Kriimmungsverhalten einer Funktion

Vorzeichen der zweiten Ableitung bestimmen:
" T (T
ffx)y=4.¢€" -(e"—1)>0
>0

e"—1>0/+1

e® > 1| logarithmieren
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Ine® > Inl
~~
0
x>0

= f"(x) <0 fir <0 und f’(z) >0 fir x>0

Erlduterung: Krimmungsverhalten einer Funktion

Das Vorzeichen der zweiten Ableitung gibt Aufschluss iiber das Kriimmungsverhal-
ten des Graphen.

Es gilt:

Ist die zweite Ableitung einer Funktion F negativ auf einem Intervall ]a,b],
d.h. F"(z) <0 fiir « €]a;b], so ist der Graph der Funktion Gy in diesem Intervall
rechtsgekriimmt.

Ist die zweite Ableitung einer Funktion F positiv auf einem Intervall ]a,b|,

d.h. F"(z) > 0 fiir © €]a;b], so ist der Graph der Funktion Gy in diesem Intervall
linksgekriimmt.

= Gy ist fiir <0 rechtsgekriimmt (konvex) und fiir z > 0 linksgekriimmt (konkav)
Wendepunkt ermitteln

Zweite Ableitung gleich Null setzen:

') =0 < 4\61/'(61—1)20
>0

Erlduterung: Bedingungen fiir ein Wendepunkt

Ist die zweite Ableitung einer Funktion f gleich Null an einer Stelle z", d.h.
F"(z") = 0, und findet ein Vorzeichenwechsel der zweiten Ableitung an dieser Stelle
statt, so liegt ein Wendepunkt an der Stelle =V vor.

= G hat an der Stelle 2" =0 ein Wendepunkt.
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gV = F@Y) = J0) = (0~ 2P = 12 =1

= W(0[|1) Wendepunkt

Teilaufgabe 1c (4 BE)

Zeigen Sie, dass Gy und die durch die Gleichung y = 4 gegebene Gerade g genau einen
Schnittpunkt S (zg|lys) besitzen, und bestimmen Sie dessen Koordinaten.
[Teilergebnis: zg = 21In2]

Losung zu Teilaufgabe 1c

Schnittpunkt zweier Funktionen

fl@) = (¢ —2)°

g(z) =4
Gy mit G4 schneiden:

Erlduterung: Schnittpunkt zweier Funktionsgraphen

Die Graphen zweier Funktionen schneiden sich dort, wo sie ein {ibereinstimmendes
Wertepaar (z,y), einen gemeinsamen Punkt, besitzen.

Man setzt die Funktionsgleichungen gleich und 16st nach = auf.

fa) =g@) = (-2 =1

Variante 1
(¢ — 2)? = 4| Klammer auflésen mit binomischer Formel
(€%)? —de® +4 =14 —4

e?® — 4e® =0
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e —4=0[+4
e” = 4| logarithmieren

Ine” =1n4

Erlduterung: Logarithmieren

Der Logarithmus wird auf beiden Seiten der Gleichung e* =4 angewendet.

Ine” =1n4

Da der Logarithmus die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion ist, gilt:

Ine/®) = f(z)  fiir beliebige Funktion f(x)

Somit vereinfacht sich die Gleichung zu:

r=1In4

= zg=1In4

Variante 2

(e” —2)% = 4] Wurzel ziehen
e’ —2=+2

L. Fall:

e’ —2=-2/+2

e’ =0 = keine Losung
~~

>0
2. Fall:

e’ —2=2+2

e’ =4=1rg=1In4
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Schnittpunkt bestimmen:

ys = flxs) = f(Ind) = (" —2)" = (4-2)° =4

Erlduterung: Logarithmus einer Potenz

Ins!=¢-Ins

= Ind4d=1In2>=2In2

= S(In4l4) = (21n2|4) Schnittpunkt

Teilaufgabe 1d (6 BE)

Bestimmen Sie die Gleichung der Wendetangente von Gy . Berechnen Sie f(—2) und ze-
ichnen Sie Gy unter Berticksichtigung der bisherigen Ergebnisse im Bereich —4 <z < 1,5.

Tragen Sie auch die Wendetangente und die Gerade g ein.

Losung zu Teilaufgabe 1d

Wendetangente

Aus Teilaufgabe 1b sind die erste Ableitung f’ und der Wendepunkt W bekannt:

fl(x)=2(e"—2)-¢"

w(o|1)

Wendetangente ¢ im Punkt W bestimmen:

FO)= (-2 =-1"=1
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jeweils alle Werte an, die
Erlduterung: Wendetangente

. . . . «) die Steigung der Tangente
Die Gleichung der Tangente ¢ im Punkt P(zo|f(x¢)) ist gegeben durch:

, ) der y-Achsenabschnitt der Tangente
try=(z—ao)- f(xo) + f(wo)

. ) , dabei annimmt.
In diesem Fall ist o =0, f(0) =1 und f'(0) = -2

Losung zu Teilaufgabe le

t:y=(z—0)-f(0)+ £(0) Wertebereich bestimmen
=tiy=—2zx+1 a) [—2;00[

Funktionswert berechnen .
Erlduterung:

f(=2)=(e2-2)%~3,48 Die Steigung m der Tangente an G in einem Punkt P ist gegeben durch den
Wert der ersten Ableitung an der Stelle zp:

Skizze ,
m = f'(zp)

G Der kleinste Wert, den f’ annimmt, ist im Wendepunkt, denn dort hat f’
f ein Minimum (wie in Teilaufgabe 1b gezeigt wird).

5(21n2(4) '@V =0)=2e"e" —2) = -2
(-2l3,48) e o . L .
Weiterhin ist f° fiir « > 0 streng monoton steigend. Somit ist der Wertebereich
fiir die Steigung der Tangente gleich [—2; 4+o0]

wo|1) B) | — o3 4]

X
; ; ; . 8 - » Erlduterung:
-4 3 2 A ] E(In20)
f ist fir £ > In2 streng monoton steigend. Der y-Achsenabschnitt ¢ der Tangente
wird somit immer kleiner: lim ¢t = —o0.
T—+00

Auf der anderen Seite, néhert sich f fiir £ — —oco an den Wert y = 4. Dort hat
sie also eine waagerechte Asymptote.

Somit ist der Wertebereich fiir den y-Achsenabschnitt gleich | — oco; 4[

Teilaufgabe 1le (4 BE)

Betrachtet wird die Tangente an Gy in einem Punkt P, der G durchliuft. Geben Sie
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Teilaufgabe 2a (4 BE)

2 Erlduterung: Monotonieverhalten der Integralfunktion

Gegeben ist nun die in R definierte Integralfunktion I : x +— /f(t)dt. Da f(z) stetig ist und I'(z) = f(x), folgt:
fn2
Dort wo f negativ ist, ist es I’ auch und I ist somit streng monoton fall-
Bestimmen Sie ohne Verwendung einer integralfreien Darstellung von I das Monotoniev- end.
erhalten von I. Zeigen Sie, dass der Graph von I einen Terrassenpunkt besitzt und
geben Sie dessen Koordinaten an. Dort wo f positiv ist, ist es I’ auch und I ist somit streng monoton steigend.

Wo f Nullstellen hat, hat I waagerechte Tangenten (Extrema oder Wen-

Losung zu Teilaufgabe 2a
depunkte/Terrassenpunkte)

Monotonieverhalten der Integralfunktion

© fl@)=(e"-2%>0 firzeR=1I(z)>0 firzeR
———
I(z) = /f(t)dt >0
In2 = I(z) ist fiir # € R streng monoton steigend

Krii halten der Int lfunkti
Erlduterung: Figenschaften der Integralfunktion rimmungsverhalten der Integralfunktion

z In2
F,(z) = /f(t)dt ist Integralfunktion von f(z), d.h.: I(In2) = /f(t)dt -0
@ In2
Fu(a)=0
(a ist ist Nullstelle der Integralfunktion, da a Integrationsanfang) I'(z) = f(z)
Fo(z) = f(2)
(Die Integralfunktion ist eine Stammfunktion der Integrandenfunktion f(z)) Erliuterung:
F,(x) ist stetig wenn es f(z) auch ist. In Teilaufgabe 1a wurde gezeigt, dass f fir ¥ =In2 eine Nullstelle besitzt.
I'(z) = f(x) f(ln2)=0=I'(ln2) =0

I"(x) = f'(x)

Erlduterung:

In Teilaufgabe 1b wurde gezeigt, dass f' an der Stelle ¥ =1In2 ein Tiefpunkt
besitzt.

f(n2)=0=I"(In2) =0
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f'(In2) #0

Erlduterung: Terrassenpunkt/Sattelpunkt

Eine Funktion f hat einen Terrassenpunkt bzw. Sattelpunkt an der Stelle zy wenn
gilt:

f(xo) = f"(w0) =0 und f"(z0) #0

Ein Terrassenpunkt ist ein Wendepunkt mit waagerechter Tangente.

= I(x) hat einen Terrassenpunkt (In2|0)

Teilaufgabe 2b (2 BE)

Geben Sie ohne weitere Rechnung das Verhalten von I fiir z — —oo an.
Losung zu Teilaufgabe 2b

Verhalten der Funktion an den Rdndern des Definitionsbereichs

Erlduterung:

Die Integralfunktion I(z)= /f(t)dt gibt fiir ein bestimmtes = den Wert des

In2
Inhaltes der Fliche, die der Graph von f mit der z-Achse zwischen In2 und =
einschlieft.

Teilaufgabe 3a (2 BE)

Zeigen Sie, dass die Funktion F :z > 0,5¢*” — 4e” 4+ 4z mit Definitionsmenge R eine
Stammfunktion von f ist.
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Losung zu Teilaufgabe 3a

Nachweis einer Stammfunktion

F(z) = 0,5e* — 4e® + 4x

Erste Ableitung bilden:

F'(z) = (0,562 — 4¢” + 4z)’

Erlduterung: Kettenregel der Differenzialrechnung

Der Term 0,5¢** wird mit der Kettenregel abgeleitet:

(ef(m)’ — f(z)- @

F'(z) =2-0,5¢% — 4e® + 4
Fl(z) = e® —4e® + 4
F'(z) = (€%)? — 2 2¢% 4 22

F'(z) = (¢ = 2)* = f(2)

Erlduterung: Stammfunktion

Ist F eine Stammfunktion von f, dann gilt: F' = f

= F(z) ist eine Stammfunktion von f

Teilaufgabe 3b (7 BE)

Der Graph Gy schlieBt mit den durch die Gleichungen y =4 bzw. z =u (u < 0) bes-
timmten Geraden im I. und II. Quadranten ein Flichenstiick mit dem Inhalt A(uw) ein.
Bestimmen Sie A(u).

Ermitteln Sie ugmooA(u) und deuten Sie das Ergebnis geometrisch.

Losung zu Teilaufgabe 3b
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Fliche zwischen zwet Funktionsgraphen
Erlduterung: Integral einer Summe

Fiir das Integral einer Summe gilt:

Gf b b b
5o 19 [ 1@+ @) dz = [ @)+ [g@ie
In4 In4
Au) = /4dz— /f(a:)dz

vl‘-“r »

Erlauterung: Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Ist F' eine Stammfunktion von f, so gilt:

b
— (% 2
f)=(-2) @z = F @] = F) - F@
F(x) = 0,5e* — 4€” + 4z ist Stammfunktion von f(z) (siehe Teilaufgabe 3a) ¢

In diesem Fall ist 4z ecine Stammfunktion von 4 und F(z) = 0,5¢* — 4¢” + 4z
y=4 eine Stammfunktion von f(z).

S(21n2[4) ist der Schnittpunkt von Gy mit der Geraden y =4 (siehe Teilaufgabe 1c) -

u

A(u) = (2] — [0,5¢*® — 4e” + 4z]

4 _
Erlduterung: Bestimmtes Integral

Die Fliche die Gy mit der Geraden y =4 einschlieBt ist gleich der Fliche, die
die Gerade y =4 mit der z-Achse einschliet minus die Fliche die Gy mit der
x -Achse einschliet.

A(u) = (4In4 — 4u) — <0,562“‘4 — 4t 4 4Ing —0,5e2 4 4e® 4u>
16 4

A(u) =4In4 — du — 8 +16 — 4In4 + 0, 5e* — de¥ 4 4u

Man berechnet also das bestimmte Integral von 4 — f(z).
= A(u) = 0,5¢% — 4e* +8
Die Integrationsgrenzen sind u (da z =wu die Fliche im II. Quadranten be-

grenzt) und 2In2, die z-Koordinate des Schnittpunktes S zwischen Gy und Grenzwert bestimmen
y=4.
Um die spiteren Rechnungen zu erleichtern wird 2In2 als In4 geschrieben. lim A(u) = lim 0,5 —4_¢" +8=8
U——00 U——00 ~~ ~~
—0 —0
Ind Geometrische Interpretation:

Alw) = / 4= f(@)] do Die Fliche die Gy mit der Geraden y = 4 zwischen —oo und In4 einschlieBt, hat endlichen

Inhalt.
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