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Die Abbildung zeigt den Graphen Gy einer ganzrationalen Funktion f dritten Grades mit dem
Definitionsbereich Dy = R . Die in der Abbildung angegebenen Punkte P(1[3), N1(0]0), N2(2[0)
und N3(4]0) sind Punkte von Gy.

Teilaufgabe 1a (5 BE)

Geben Sie den Funktionsterm von f in der Form f(z) = a(z — b)(x — ¢)(z — d) an, indem
Sie passende Werte fiir a,b,c,d € R ermitteln. Zeigen Sie, dass sich dieser in der Form
f(x) = 23 — 62% + 8z schreiben lisst.

Teilaufgabe 1b (6 BE)

Weisen Sie nach, dass No Wendepunkt von Gy ist, und ermitteln Sie die Gleichung der
zugehorigen Wendetangente.

[Zur Kontrolle: Tangentengleichung y = —4x + 8]

Teilaufgabe 1c (4 BE)

Die Wendetangente schliet mit den Koordinatenachsen ein Dreieck ein. Bestimmen Sie
die Innenwinkel dieses Dreiecks.
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Betrachtet wird nun die Integralfunktion F :z /f(t)dt mit Dp =R.
0

Teilaufgabe 1d (8 BE)

Berechnen Sie F'(4) . Was folgt daraus fiir die beiden Fléchenstiicke, die der Graph Gy
mit der z-Achse im I. und im IV. Quadranten einschlieBt? Begriinden Sie Ihre Antwort.
Bestimmen Sie nun die Summe der Inhalte dieser beiden Flichenstiicke.

Teilaufgabe 1e (4 BE)

Einer der drei abgebildeten Graphen I, IT oder III stellt den Graphen von F' dar. Geben
Sie an, welcher dies ist, und begriinden Sie Thre Antwort, indem Sie erkliaren, warum die
beiden anderen Graphen nicht in Betracht kommen.

Graph I Graph IT Graph III

Teilaufgabe 1f (3 BE)

Bekanntlich ist jede Integralfunktion der Funktion f auch Stammfunktion von f. Begriin-
den Sie, dass jede Integralfunktion mindestens eine Nullstelle hat. Geben Sie den Term
einer Stammfunktion von f an, die keine Integralfunktion von f ist.

In der Medizin wird radioaktives Jod-123 zur Untersuchung der Schilddriise eingesetzt. Kurze
Zeit nach der Verabreichung dieser Substanz an den Patienten wird die von der Substanz aus-
gehende Strahlung gemessen, wodurch Riickschliisse auf den Zustand der Schilddriise moglich
sind.

Durch radioaktiven Zerfall verringert sich die Substanzmasse.

Die im Korper des Patienten noch vorhandene Masse m des verabreichten Jod-123 lidsst sich
durch den Term m(t) = mg - e ** mit & > 0 beschreiben. Dabei gibt mg die zum Zeitpunkt
t = 0 verabreichte Jodmasse an; ¢ ist die Mafizahl der seit Verabreichung vergangenen Zeit
in Stunden.
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Teilaufgabe 2a (4 BE) Loésung

Nach einer Zeit von 13,2 Stunden ist nur noch die Hilfte der verabreichten Jodmasse
vorhanden. Bestimmen Sie hieraus den Wert des Parameters k.

[Zur Kontrolle: k ~ 0, 0525] Teilaufgabe 1a (5 BE)
Teilaufgabe 2b (6 BE) Die Abbildung zeigt den Graphen Gy einer ganzrationalen Funktion f dritten Grades mit
dem Definitionsbereich Dy = R . Die in der Abbildung angegebenen Punkte P(1|3), N1(0]0), N2(2/0)
Wie viel Prozent der verabreichten Jodmasse sind vier Stunden nach Verabreichung im und N3(4|0) sind Punkte von Gjy.

Kérper des Patienten noch vorhanden? Wie lange dauert es, bis 90% der verabreichten
Jodmasse zerfallen sind?

Geben Sie den Funktionsterm von f in der Form f(z) = a(z — b)(z — ¢)(2 — d) an, indem
Sie passende Werte fiir a,b,c,d € R ermitteln. Zeigen Sie, dass sich dieser in der Form
f(x) = 23 — 62% 4 8z schreiben lisst.

Losung zu Teilaufgabe la

Funktionsgleichung ermitteln

P(1]3), N1(0]0), N2(2/0), N3(40)

f(@) = ale = b)(z —c)(z —d)

Nullstellen einsetzen:
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Weisen Sie nach, dass No Wendepunkt von G ist, und ermitteln Sie die Gleichung der
Erlduterung: Nullstellen zugehorigen Wendetangente.

Die Funktionsgleichung einer ganzrationalen Funktion 3° Grades lautet allgemein: [Zur Kontrolle: Tangentengleichung y = —4a + 8]

— 3 2 :
flz)=Az"+Ba"+Ca+D mit 4,B,C,DeR Losung zu Teilaufgabe 1b

Die Funktionsgleichung in der Angabe: Wendepunkt ermitteln

f(@) =alz—b)(z - c)(z —d)
N2 (20)
ist die sogenannte faktorisierte Form. Aus ihr kann man direkt die Nullstellen b,¢,d der

3 2
Funktion f ablesen. f(z) =2° — 62° + 8z

Die Punkte Ni,N; und N3 sind die Nullstellen des Funktionsgraphen Gy, somit Erste Ableitung bilden:
ist: , 2
fl(x) =32 — 122 + 8

b=0 (aus N1), ¢c=2 (aus Na) und d = 4 (aus N3) Zuweite Ableitung bilden:

f(x) =a(z—0)(z —2)(z—4) f(z) =6z —12

Punkt P einsetzen: Zweite Ableitung Null setzen:

f'(#)=0 <= 6z-12=0=2" =2
Erlduterung: Finsetzen

. . . . f@V)=f@)=0=y"
Der Funktionsgraph Gy verlduft durch den Punkt P, d.h. die Punktkoordinaten von
P erfiillen die Funktionsgleichung. Dritte Ableitung bilden:

3= f(1) = a(1)(1 — 2)(1 — 4) = a(~1)(-3) = 3a f@) =6

3=3a

| 2V in f einsetzen:

"W 1
= 2)=6#0
Die Funktionsgleichung lautet somit: =) = 1"(2) #

fl@) = 2(z = 2)(x - 4) Erlduterung: Bedingungen fiir ein Wendepunkt
Ausmultiplizieren ergibt: Folgende Bedingungen miissen fiir einen Wendepunkt erfiillt sein:
fl@)=x2(z-2)(x—4) = (2® —22) (x —4) =2 — 42? — 22 + 82 = 2% — 62? + 8 f@y=0 und @) #£0

= N>(2/|0) ist Wendepunkt der Funktion f.

Teilaufgabe 1b (6 BE)
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Wendetangente y
y=-4y+8 G
Wendetangente im Punkt N»(2(0): 8
f2)=3-22-12.2+8=—4

f2)=0

Erlduterung: Wendetangente

Die Gleichung der Tangente im Punkt z( ist gegeben durch:
try=(x—x0) f(x0) + f(wo)

In diesem Fall ist z9 =2, f(2) =0 und f/(2) = —4.

y=(z-2)-f(2)+£©2)

y=(z-2)-(-4)+0

T v ‘
Die Wendetangente am Graphen Gy im Punkt Np lautet: y = —4x +8

y=g(zr)=—4z +8

Teilaufgabe 1c (4 BE)
Erlduterung: Schnittpunkt mit der a-Achse, Schnittpunkt mit der y-Achse
Die Wendetangente schliet mit den Koordinatenachsen ein Dreieck ein. Bestimmen Sie
die Innenwinkel dieses Dreiecks. Die Lénge der Seiten des Dreiecks entsprechen der z-Koordinate der Schnittpunkte

der Tangente g(z) mit den Koordinaten-Achsen.

Losung zu Teilaufgabe 1c
Setzt man x =0 in g(z) ein, so bekommt man den Schnittpunkt mit der y-

Achse.

Innenwinkel eines Dreiecks

Setzt man g(x) = 0, so bekommt man den Schnittpunkt mit der x-Achse.

g(0) =—-4-04+8=8 Linge der Gegenkathete zum Winkel «

0=g(z) < —42+8=0=2=2 Linge der Ankathete zum Winkel «
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y
G
Erlduterung: Tangens eines Winkels 2 f
In einem rechtwinkligen Dreieck ist der Tangens eines Winkels « gegeben durch: A= f f (t)dt
ton o = Gegenkathete 0
" Ankathete
tana = g =4 A
(+)
= a = arctan4 ~ 75, 96°
8 =90 0 2 4 X
Erlduterung: Winkelsumme im Dreieck (_)
In einem Dreieck ist die Summe der Innenwinkel «, 3 und ~ stets gleich 180° B
4
a+ B+ =180°
B= j F(t)dt
2
= v =180° — (a + ) = 180 — (90 + 75,96) = 14,04°

©
F:xH/f(t)dt,D/:R
Teilaufgabe 1d (8 BE) 0
. f(t) =13 — 6t + 8t
Betrachtet wird nun die Integralfunktion F':z — /f(t)dt mit Dp =R. 4
0 F(4)=/f(t)dt
0

Berechnen Sie F(4) . Was folgt daraus fiir die beiden Flichenstiicke, die der Graph Gy
mit der z-Achse im I. und im IV. Quadranten einschliefit? Begriinden Sie Ihre Antwort. =
Bestimmen Sie nun die Summe der Inhalte dieser beiden Flidchenstiicke.

(t* — 6t° + 8t) dt

o\»&

Losung zu Teilaufgabe 1d

Bestimmtes Integral
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Erlduterung: Stammfunktion

Fiir eine Potenzfunktion f(z)=a-2" mit a € R,n # —1 ist eine Stammfunktion
F(z) gegeben durch die Formel:

In+1

n-+1

F(m):/a~z"dz=a-

Bei der obigen Polynomfunktion f(¢) wird jeder Summenterm einzeln hochgeleitet
und dann addiert.

t4
3 g
/t dt =
-6t
—6t2dt =
/ ]

8t2
tdt = —
[oiai=35

o —et3 821t [ 4
= |-+ | = | -2 4 4t?
T ] [F e,

Erlduterung: Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Ist F' eine Stammfunktion von f dann gilt:

b
/ f(a)dz = [F@)]’ = F(b) - F(a)

44 . 0* ‘
:(172-43+4»42>7<172-03+4-02>

N—  ——
=0

=64—-2-644+64=0
Verhdltnis von Teilflichen

Aus F(4) = 0 folgt, dass die Flichenstiicke die der Graph Gy mit der z-Achse im I. und IV.
Quadranten einschliefit gleich grof sind.

Erlduterung: Bestimmtes Integral

2
Das Integral / f(t)dt ist gleich der Fliche A die der Graph G mit der z-Achse

0
zwischen 0 und 2 einschlieft. Der Wert des Integrals ist positiv.

4
Das Integral /f(t)dt ist gleich der Fliche die der Graph Gy mit der x-Achse

2
zwischen 2 und 4 einschlieft. Der Wert des Integrals ist negativ.

Die Fldche zwischen 0 und 2 ist ebenso grof3 positiv, wie die Flidche zwischen 2 und 4 negativ.

Flichenberechnung

t4 3 22
= |- —263+ 4t
5]

24 .
:172-2‘@4-2270

0

=4-16+16=4

Erlduterung: Fldchen berechnen

Da beide Flichen gleich groff sind, ist die Gesamtfliche gleich 2 mal die Fliche
zwischen 0 und 2.
=A+B=2-A=2-4=8

Die Summe der beiden Flichenstiicke ist gleich 8.

Teilaufgabe 1e (4 BE)

Einer der drei abgebildeten Graphen I, IT oder III stellt den Graphen von F' dar. Geben
Sie an, welcher dies ist, und begriinden Sie Thre Antwort, indem Sie erkliren, warum die
beiden anderen Graphen nicht in Betracht kommen.

Abitur Bayern 2009 GK Infinitesimalrechnung I

© Abiturloesung.de



Seite 13 Abiturloesung.de - Abituraufgaben

A v > ”

Graph I Graph IT Graph I1I

Losung zu Teilaufgabe le

Eigenschaften der Integralfunktion

Graph II stellt den Graphen von F' dar.
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Erlduterung:
L
y
negafv
‘ X 5
G \

=

4
34

24
Integrationsweqg
istn

Funktion
ist negativ
fur x<0

T 0
/f(t)dt - —/f(t)dt S0 fiirs <0
0 T

———
<0
——

>0
Integriert man die Funktion f(¢) von 0 bis zu einem negativen z, so ist der
Integrationsweg negativ und Gy ist auch negativ zwischen den Integrationsgrenzen.

T
= Die Integralfunktion F(z) = /f(t)dt > 0 ist positiv fiir z < 0.
0

Graph I ist nicht der Graph der Integralfunktion, da dieser z.B. im III. Quadranten positiv
sein muss.
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Erlduterung:

3 Nullstellen

Aus F(z) = /f(t)dt folgt F(0) =0 und F' = f.
0

Hat also f(z) 3 Nullstellen, so hat F’ auch hochstens 3 Extrempunkte.

Graph IIT ist nicht der Graph der Integralfunktion, da f nur 3 Nullstellen hat. Der Graph der
Integralfunktion kann also nicht 5 Extrempunkte besitzen.
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Teilaufgabe 1f (3 BE)

Bekanntlich ist jede Integralfunktion der Funktion f auch Stammfunktion von f. Begriin-
den Sie, dass jede Integralfunktion mindestens eine Nullstelle hat. Geben Sie den Term
einer Stammfunktion von f an, die keine Integralfunktion von f ist.

Losung zu Teilaufgabe 1f

FEigenschaften der Integralfunktion

Ist I(z) = /f(t)dt eine beliebige Integralfunktion mit F' = f, dann gilt nach dem Haupt-
satz der Integralrechnung:

x
() = [1(0dt=F@) - F(@

a

Fir « =a ist dann I,(a) = F(a) — F(a) =0, also besitzt jede Integralfunktion mindestens
eine Nullstelle.
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Teilaufgabe 2a (4 BE)

Erlduterung: L. R . . .
In der Medizin wird radioaktives Jod-123 zur Untersuchung der Schilddriise eingesetzt.
y 24 . . Kurze Zeit nach der Verabreichung dieser Substanz an den Patienten wird die von der
Ausgehend von der Integralfunktion F(z)= / f(t)dt = 7 20% +42”  aus Substanz ausgehende Strahlung gemessen, wodurch Riickschliisse auf den Zustand der
0 Schilddriise moglich sind.
Teilaufgabe 1d) addiert man einen positiven Summanden (z.B +1) der Funktion Durch radioaktiven Zerfall verringert sich die Substanzmasse.
dazu. Die im Korper des Patienten noch vorhandene Masse m des verabreichten Jod-123 lédsst
sich durch den Term m(t) = my - e ®* mit k>0 beschreiben. Dabei gibt my die zum
Die Funktion G(z)=F(z)+1 ist weiterhin eine Stammfunktion von f(z), Zeitpunkt ¢t = 0 verabreichte Jodmasse an; t ist die MaBzahl der seit Verabreichung ver-
denn: gangenen Zeit in Stunden.

G(@) = [F(x) + 1] = F(z) = f(x)
Nach einer Zeit von 13,2 Stunden ist nur noch die Hélfte der verabreichten Jodmasse

Der Graph G¢ von G(z) ist gleich dem Graphen Gr von F(z) um 1 entlang vorhanden. Bestimmen Sie hieraus den Wert des Parameters k.
der y-Achse nach oben verschoben.

[Zur Kontrolle: k ~ 0,0525]

" Losung zu Teilaufgabe 2a

G G )
F(x)+1 F(x) Exponentielles Wachstum

m(t) =mg-e Ft k>0

t =13,2
m(tl) — % =mg- e—l3,2.k
1 )
5= o132k
=In-=-13,2-k
1
LS B
' TR T3 Y
T
0 2 4 X

G hat somit keine Nullstellen mehr. Deswegen ist G(z) keine Integralfunktion von

f(=).
Teilaufgabe 2b (6 BE)
Eine Stammfunktion von f die keine Integralfunktion von f ist: Wie viel Prozent der verabreichten Jodmasse sind vier Stunden nach Verabreichung im
. Korper des Patienten noch vorhanden? Wie lange dauert es, bis 90% der verabreichten
F(z) = T 23 + 422 + 1 Jodmasse zerfallen sind?

Losung zu Teilaufgabe 2b
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Ezxponentielles Wachstum

m(t) =mg-e Ft k>0

k=0,0525
t=4
m(4) = mg - e 005254 — . 702 = 0,81 - my
M =0,81=81%
mo

Nach 4 Stunden sind noch 81% der verabreichten Jodmasse im Kérper vorhanden.

90% von myg sollen zerfallen.

Erlduterung:

Wenn 90% zerfallen, dann bleiben 10% von mg im Kérper.

—0.,0525-
kt e 0,0525-¢

10%mo =mg - "t <= 0,1 =
= 1n0,1=-0,0525-t¢

In0,1
=t=

= ———— x43,
—0,0525 3,9

Nach ca. 43,9 Stunden zerfallen 90% der verabreichten Jodmasse.
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